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UNA CONTRIBUCION AL CONTROL ESTADISTICO DE PROCESOS

JOSE RODOLFO OLMOS ZEPEDA M. en C.
Colegio de Postgraduados, 2020

RESUMEN

En el area de la estadistica, existe un conjunto de técnicas encargadas de monitorear y controlar
procesos de produccién conocido como Control Estadistico de Procesos (CEP). La herramienta
mas utilizada para estudiar el estado de un proceso en el tiempo es la carta de control. Tipicamen-
te, una carta de control es una representacién grafica del proceso que indica si éste se encuentra
o no bajo control. Cuando se monitorea una caracteristica de calidad (o variable) continua, la
carta de control tipo Shewhart es la de mayor utilidad, pero si el monitoreo se realiza para dos o
mas variables, posiblemente correlacionadas, la herramienta de control mas empleada es la carta
T? de Hotelling. Para que su uso sea vélido, en el caso univariado y multivariado, se requiere que
los datos a supervisar cumplan con dos supuestos fundamentales: normalidad e independencia
entre observaciones, sin embargo, ambos supuestos son dificiles de sostener en un proceso real
y, en consecuencia, el rendimiento de la gréafica de control se deteriora. Algunos enfoques pro-
puestos para enfrentar estos inconvenientes se basan en el uso de cartas de control a partir de
residuales de modelos de series de tiempo o modelos de mineria de datos, bootstrap y medidas
de profundidad para solucionar la falta de independencia o normalidad. El enfoque de cartas de
control bajo medidas de profundidad fue introducido por Regina Liu en 1995 como alternativa
de graficas de control no paramétricas o de distribucion libre. La suposicién bésica para usar
estas cartas de control es que los datos a monitorear sean independientes. En este trabajo, se
propone estudiar via simulacién, a través de la longitud promedio de corrida, el comportamiento
de la carta de control multivariada basada en la profundidad de Mahalonobis cuando se relaja el
supuesto de normalidad multivariada en presencia de autocorrelacion, ésto con el fin de identifi-
car cuan sensible es a la violacién del supuesto de normalidad e independencia. Adicionalmente,
se contrasta su rendimiento en esquemas comparables de simulacién contra el de las cartas 772,
MEWMA y MCUSUM. Se encontré que la carta de control no paramétrica es la iinica menos afecta
en la mayoria de los casos examinados.

Palabras clave: Carta de control, autocorrelacién, profundidad de datos, profundidad de Maha-
lanobis, grafica de clasificacién por rangos.
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ABSTRACT

In the area of statistics, there is a set of techniques responsible for monitoring and controlling pro-
duction processes known as Statistical Process Control (CEP). The most used tool to study the
status of a process over time is the control chart. Typically, a control letter is a graphic represen-
tation of the process that indicates whether or not it is under control. When a continuous quality
(or variable) characteristic is monitored, the Shewhart control chart is the most useful, but if
monitoring is performed for two or more variables, possibly correlated, the most used control tool
is the T2 Hotelling control chart. For its use to be valid, in the univariate and multivariate case,
it is required that the data to be monitored to met two fundamental assumptions: normality and
independence between observations, however, both assumptions are difficult to sustain in a real
process and, consequently, the performance of the control chart deteriorates. Some approaches
proposed to address these problems are based on the use of control charts based on residuals
of time series models or data mining models, bootstrap and depth measurements to solve the
lack of independence or normality. The control chart approach under depth measurements was
introduced by Regina Liu in 1995 as an alternative to non-parametric control charts or free dis-
tribution. The basic assumption to use these control charts is that the data to be monitored are
independent. In this work, it is proposed to study via simulation, through the average length of
the run, the behavior of the multivariate control chart based on the depth of Mahalonobis when
the assumption of multivariate normality is relaxed in the presence of autocorrelation, this in
order to identify how sensitive it is to the violation of the assumption of normality and indepen-
dence. Additionally, its performance is compared in comparable simulation schemes against that
of the T?, MEWMA and MCUSUM charts. It was found that the non-parametric control chart is
the only one less affected in most of the cases examined.

Key words: Control chart, autocorrelation, data depth, Mahalanobis depth, r-chart.
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Capitulo 1

Introduccion

Una de las actividades que se presenta con mayor preponderancia, dentro del sector empresarial
o industrial, es la implementacién de mecanismos de control que permitan reconocer el nivel de
funcionamiento con el que opera un proceso de produccién. Un proceso controlado adecuada-
mente serd mas susceptible a la toma de acciones correctivas o preventivas para garantizar, con
un alto nivel de confiabilidad, que un considerable niimero de productos finales cumplirdn con
ciertos parametros de calidad establecidos.

Inherentemente, cualquier proceso de produccion posee variabilidad, que puede deberse a cau-
sas comunes o especiales. La variabilidad inducida por fuentes comunes esta atribuida al azar y a
la naturaleza misma del proceso, por lo tanto, un proceso estable o en estado de control es aquel
que sélo mantiene esta clase de variacién. En cambio, los factores especiales (o asignables) de
variabilidad estan relacionados con operaciones especificas del proceso que no son del todo alea-
torias, incidiendo de forma repentina en la pérdida del estado bajo control del proceso. Algunos
ejemplos de causas especiales de variabilidad son, entre otros, errores de operadores, desajuste
de méaquinas y material defectuoso.

A fin de detectar oportunamente la ocurrencia de causas especiales y de reducir de forma
continua la variabilidad generada por estas causas hasta donde sea posible, existe una coleccién
de técnicas conocida como Control Estadistico de Procesos (CEP), que tuvo su inicio en 1924 con
el trabajo del Dr. Walter Shewhart, donde presenté el primer boceto de la denominada carta de
control (Mason y Young, 2002). Tipicamente, una carta de control es una representacion grafica
del comportamiento evolutivo de un proceso en el tiempo que muestra, analizando su variabili-
dad, si el proceso estd o no bajo control.

Para poder describir dicho comportamiento y monitorear la implantacién de la calidad en los
procesos, se hace uso de una estadistica que resuma la informacién de una o varias caracteristicas
de calidad de interés, de este modo, se tendra una secuencia temporal de valores de esa estadisti-
ca que sera de utilidad para examinar la tendencia y la variabilidad del proceso. Con objeto de
distinguir entre los dos tipos de variabilidad antes mencionados, se calculan unos limites que
proporcionan un rango o intervalo de variacién debido a causas comunes, asi, un valor de dicha
secuencia que esté fuera de tales limites, indicard que hay mayor variabilidad asociada a fuentes
especiales que deben ser identificadas. Al valor responsable de ésto se le conoce como serial de
fuera de control y es usual llamar a esa estadistica como estadistica de monitoreo y a los limites
como limites de control.



1. INTRODUCCION

Una estadistica de monitoreo puede ser, por ejemplo, un promedio muestral, una desviacién
estandar muestral o una proporcién muestral, mientras que los limites de control son cantidades
que se calculan a partir de la variabilidad y la distribucién de la estadistica de monitoreo. En
general, las cartas de control tienen un limite de control inferior (LCI) y un limite de control
superior (LCS) equidistantes de una linea central (LC), que representa el valor promedio o deseado
de la caracteristica de calidad, aunque existen algunos diagramas de control que no siguen este
criterio. La Figura 1.1 muestra un ejemplo tipico de una carta de control basada en la filosofia
del Dr. Shewhart.

30 Estadistica de monitoreo

R e REECEEE R LR EEPEEES
LCI

20 e o

15 —--A--fFlbmmmm e b D T e L EEbl SRR LCC

LCS

Valores de la estadistica de monitoreo

T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30

Tiempo

Ficura 1.1: Tlustracién de las componentes de una carta de control.

Como recién se menciond, la distancia entre el LCI y el LCS es clave para determinar una
cobertura de variabilidad comtin en donde el proceso se mantenga estable, no obstante, existe
una probabilidad de que, atin en condiciones de control, se detecte una senal de fuera de control
designada con el nombre de falsa alarma. En este sentido, los limites le brindan a la carta de
control una caracteristica deseable que se basa en la deteccion de cambios, es decir, que tenga
la capacidad de hallar lo més pronto posible una senial de fuera de control una vez que se ha
modificado el estado en control del proceso, de esta manera note que limites de control muy
amplios suavizarian esa propiedad y limites muy estrechos podrian incrementar el ntimero de
falsas alarmas, en ambos casos esto es desfavorable.

Por otra parte, una gréafica de control es 1til en procesos donde intervienen caracteristicas de
calidad de tipo cuantitativo o cualitativo, usualmente se estila llamarlas como cartas de control
para variables tipo Shewhart o para atributos, respectivamente. El monitoreo puede efectuarse
para una o mas de una caracteristica, por lo que también es frecuente que las cartas de control
se clasifiquen en univariadas y multivariadas. Una excelente introduccion sobre cartas de control
univariadas y sus diversas ramificaciones puede consultarla en Gutiérrez-Pulido y De la Vara-
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1. INTRODUCCION

Salazar (2009).

Existen al menos dos enfoques de andlisis en cartas de control para procesos con variables
continuas especificamente, paramétrico y no paramétrico. Los procedimientos paramétricos se
rigen bajo la suposicién de que las observaciones muestreadas tengan aproximadamente distri-
bucion Normal y que sean independientes (o no autocorrelacionadas). Sin embargo, los procesos
subyacentes dificilmente cumplen con estos supuestos, ya que a menudo en las aplicaciones reales,
los datos recopilados exhiben cierta dependencia en serie y un comportamiento distribucional que
no puede asumirse Normal. Basicamente, en un proceso autocorrelacionado las observaciones ac-
tuales son una funcién de las pasadas y las observaciones futuras de las actuales, es decir, las
mediciones consecutivas no son independientes. Historicamente, son diversos los estudios que han
centrado su atencion en el desempeno de cartas de control univariadas cuando uno sélo de los
dos supuestos mencionados no se satisface, pero en conjunto, los estudios son muy limitados.

Burr (1967) y Schilling y Nelson (1976), por ejemplo, principiaron la exploracion del efecto que
ocasiona la falta de la normalidad en cartas de control tipo Shewhart, hallando que la grafica que
monitorea la media de un proceso se comporta razonablemente robusta ante moderadas desvia-
ciones de la normalidad. Mas tarde, Montgomery et al. (1999) encontraron que la carta de control
de promedios mdviles exponencialmente ponderados (EWMA), también presenta una considerable
robustez para muestras no normales, y observaron, en cambio, que la carta para observaciones
individuales si se ve seriamente afectada debido a que incrementa la proporcién de falsas alarmas.

Algunas soluciones para mitigar el problema de la no normalidad incluyen, entre otras, pro-
puestas basadas en bootstrap y alternativas no paramétricas. El primero en introducir una carta
de control via bootstrap fue Bajgier (1992), quien usé esta técnica para construir limites de
control, sin embargo, su método generaba un rango de variacién muy amplio entre éstos. Pos-
teriormente, su idea fue sustancialmente afinada en las investigaciones de Seppala et al. (1995)
y Liu y Tang (1996), aunque Jones y Woodall (1998) senialaron que las aportaciones de estos
tres trabajos no mostraban mejorias significativas comparadas con las expuestas en el articulo
de Schilling y Nelson (1976).

El enfoque no paramétrico o de distribucion libre ha tenido un progreso impresionante en
la construccién de cartas de control univariadas. Los precursores en este rubro fueron Bakir y
Reynolds (1979), quienes dieron a conocer una carta de sumas acumuladas (CUSUM) basada en la
estadistica de rangos con signo de Wilcoxon. Anios después, Altukife (2003) fabricé una gréfica de
control basada en la suma de rangos, mientras que Bakir (2004) utilizé nuevamente la estadistica
de rangos con signo de Wilcoxon para construir cartas de control como alternativas de las cartas
tipo Shewhart. Otras destacadas propuestas fueron dadas por Chakraborti y Van De Wiel (2008)
y Murakami y Matsuki (2010), quienes disenaron una carta de control apoyada en la estadistica
de Mann-Whitney y en la estadistica de Mood, respectivamente. Una lectura completa sobre el
desarrollo de los métodos no paramétricos en cartas de control univariadas puede revisarse en
Chakraborti et al. (2001).

La presencia de autocorrelacién, por otro lado, fue explorada inicialmente por Johnson y
Bagshaw (1974), al detectar que la carta de control CUSUM mostraba un aumento en la pro-
porcion de falsas alarmas para observaciones autocorrelacionadas. Sin embargo, no fue hasta el
trabajo de Alwan y Roberts (1988) que dio comienzo el tratamiento més conocido para enfren-
tar datos autocorrelacionados. Esencialmente, su propuesta consistié en ajustar a los datos del
proceso un modelo de series de tiempo ARIMA y construir dos cartas de control, una llamada



1. INTRODUCCION

carta de causas comunes y la otra, carta de causas especiales, la primera de ellas basada en las
predicciones del modelo ajustado y la segunda en los residuales. Estudios posteriores concluyeron
que el enfoque fundado en residuales de Alwan y Roberts (1988) tiene un mejor desempeno en
comparacién con las cartas tipo Shewhart, carta CUSUM y EWMA, véase, por ejemplo, Harris y
Ross (1991), Montgomery y Mastrangelo (1991) y Wardell et al. (1992).

Atdn cuando los resultados de los trabajos anteriores eran pretenciosos, Maragah y Woo-
dall (1992) retomaron una perspectiva que habia sido propuesta por Vasilopoulos y Stamboulis
(1978), donde se sugeria modificar los limites de control para monitorear datos autocorrelacio-
nados directamente. Esta idea fue considerada fuertemente en los trabajos de Schmid (1995a),
Schmid (1995b), Schmid y Schone (1997), Schmid (1997a), Schmid (1997b), Reynolds y Van-
Brackley (1997), Lu y Reynolds (1999) y Zhang (1998), quienes en desacuerdo con el punto de
vista de Alwan y Roberts (1988), hallaron que éste no era sensible ante cambios pequenios en
el proceso y que el ajuste de limites en cartas de control tipo Shewhart, CUSUM y EWMA tenia
un comportamiento superior en escenarios de autocorrelacion moderada con cambios pequenos.
Una discusién a detalle de éste tltimo enfoque puede consultarse en la tesis doctoral de Wieringa
(1999), adicionalmente, Psarakis y Papaleonida (2007) brindan una excelente revisién acerca de
cartas de control para procesos autocorrelacionados.

Es importante tener en cuenta que si bien los procedimientos de control univariados pa-
ramétricos o no paramétricos son ampliamente utilizados en la practica, resultan inadecuados
cuando se usan para supervisar procesos que son inherentemente multivariados. En ese caso es
requerible una carta de control que considere la relacion existente entre las caracteristicas de
calidad involucradas en el proceso. Esto es de gran relevancia debido a que una modificacién
generada en alguna de esas caracteristicas puede alterar el comportamiento de las otras (Mason
y Young, 2002).

La grafica de control més conocida y popular en el ambito multivariado es la carta de control
T? de Hotelling, nombrada asi porque estd basada en la estadistica 72 que derivé el Dr. Harold
Hotelling en 1931. La carta de control fue desarrollada anos més tarde por él mismo como instru-
mento de anélisis para datos de miras en aviones de bombardeo (Hotelling, 1947). Algunas veces
también es comun referirse a esta grafica como carta de control tipo Shewhart multivariada. A
pesar de que este sistema de monitoreo es extensamente utilizado, su aplicacién valida presupone
distribucién normalidad multivariada (NMV) e independencia, hecho que no ocurre con mucha
frecuencia, por lo tanto el uso de esta carta multivariada es inapropiado en contextos donde
evidentemente dichas suposiciones no pueden sostenerse.

Esto 1ltimo motivé el estudio del desempeno de métodos de control multivariados, como la
carta T2 y las versiones multivariadas de las cartas CUSUM y EWMA, alrededor del incumplimiento
del supuesto de la NMV o independencia. debe aclararse que estos esfuerzos han sido relativamen-
te minoritarios en contraste con los que existen para el caso univariado, y principalmente se han
dado como generalizaciones de algunas propuestas de 6ptica univariada. Chou et al. (2001), por
ejemplo, detectaron que la proporcién de falsas alarmas incrementa en la grafica T2 de Hotelling
para datos individuales cuando éstos no tienen distribucién NMvV, senialan que el efecto de la no
normalidad radica duramente en la construccién del LCS, ya que la distribucién de la estadistica
de monitoreo, segun sea el caso, es muy inexacta. Para enfrentar esta situacién, proponen una
carta de control multivariada no paramétrica basada en la técnica de la estimacion de densidad
de kernel. En ese mismo afno, Qiu y Hawkins (2001) desarrollaron una extensién multivariada de
la carta CUSUM tomando en cuenta rangos. Stoumbos y Sullivan (2002) exploraron el comporta-
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miento de la carta EWMA multivariada y hallaron que ésta funciona bien bajo ciertas restricciones
cuando los datos no provienen de una poblaciéon NMV.

Zertuche-Luis (2008) presenté en su disertacién de doctorado una descripcién muy precisa
acerca del rendimiento de la carta T2 para datos no normales, y encontrd, a través de simu-
lacién, que este procedimiento de monitoreo es incompetente en la deteccién de cambios. Maés
recientemente, la tesis doctoral de Boone (2010) proporcioné una revisién de la carta de control
multivariada de rangos con signo de Wilcoxon. Posterior a ésto, Boone y Chakraborti (2012)
presentaron una carta multivariada no paramétrica tipo Shewhart que se basa en signos y rangos
a partir de las observaciones. Otro esfuerzo interesante fue el realizado por los investigadores Kim
et al. (2011), quienes mostraron, via bootstrap, que la carta 72 puede alcanzar un rendimiento
considerable para datos no normales multivariados.

La autocorrelacion en el caso multivariado, por su parte, fue estudiada primeramente en los
escritos de Chan y Li (1994) y Charnes (1995), donde presentaron extensiones de cartas multiva-
riadas tipo Shewhart para explicar la presencia de autocorrelacién y la correlacién entre variables
de un proceso. Otro trabajo pionero fue el de Schmid y Kramer (1997), quienes examinaron el
comportamiento de la grafica de control EWMA para series de tiempo multivariadas. Los respon-
sables de ampliar el enfoque de Alwan y Roberts (1988) al contexto multivariado fueron Pan
(2002) y Mastrangelo y Forrest (2002). En tales articulos los autores emplearon el modelo de
vectores autorregresivos (VAR) como objeto de ajuste a los datos y recomendaron utilizar los
residuales del modelo aludido para supervisar el proceso. Mastrangelo y Forrest (2002) de hecho,
propusieron un programa escrito en lenguaje C++ que generaba datos multivariados normales a
partir de un modelo VAR estacionario de primer orden.

Esta estrategia también fue tomada en cuenta en la propuesta de Kalgonda y Kulkarni (2004),
quienes desarrollaron una carta de control multivariada llamada carta Z para procesos autoco-
rrelacionados, que ademéas de modelar las observaciones con un proceso autorregresivo de primer
orden, tenia la bondad de identificar las variables responsables del estado fuera de control. Otra
contribucién que considera esta idea al respecto fue la obra de Pan y Jarret (2006), los cuales
construyeron una nueva grafica de control denominada carta VAR, definida como una combi-
nacién de la carta univariada basada en residuales para datos autocorrelacionados y una carta
multivariada para datos independientes.

Han comenzado a surgir investigaciones con lineas de estudio que no siguen algunas de las
vertientes antes mencionadas, éstas han aprovechado e incorporado herramientas de mineria de
datos para disenar novedosas cartas de control que han relajado el supuesto de independencia en
las observaciones, véase, por ejemplo, Kim et al. (2012).

Hace poco, el articulo de Vanhatalo y Kulahci (2015) mostré que la presencia de autocorrela-
cién positiva y negativa en los datos produce conclusiones incorrectas sobre el estado de control
del proceso y que disminuye la potencia de deteccién de cambio sustancialmente en una grafica
T?. Exhiben que este inconveniente puede subsanarse ligeramente ajustando el limite de control
mediante simulacién. También descubrieron que la carta T2 basada en residuales funciona mejor
en general, notaron que capta cambios mas rapidos y resulta ser especialmente efectiva para cam-
bios grandes en condiciones de autocorrelacion negativa. Sin embargo, observaron que el enfoque
basado en residuales no es tan competitivo en el caso de autocorrelaciones positivas ni tan eficaz
para detectar cambios de menor magnitud, en particular, cuando las variables tienen el mismo
tamano de cambio.
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Un enfoque mas, propuesto en entornos multivariados, fue realizado por la Dra. Regina Liu
en 1990 al introducir un concepto que ella designé con el nombre de profundidad de datos, y la
definié coloquialmente como una medida que brinda informacién sobre cudn centrado o profundo
se encuentra un punto dado con respecto a una distribucién multivariada (Liu, 1990). Esta no-
cién la usé mas adelante para construir un nuevo conjunto de métodos de andlisis descriptivo e
inferencial multivariado, que no estuviera atado a la suposicién de la NvM, conceptualizado como
una generalizacién de métodos estandar de rangos y ordenamiento univariados, véase Parelius
(1997) y Liu et al. (1999). dentro de dichos métodos, resaltaron los orientados a cartas de control
multivariadas basadas en medidas de profundidad, catalogadas por ello como no paramétricas y
presentadas en Liu (1995), aunque ya en anos anteriores habia hecho algunas aplicaciones con
artificios de profundidad de datos para control de calidad, véase también Liu (1992) y Liu y
Singh (1993).

La carta de control multivariada més notable fue la basada en la profundidad de Mahalano-
bis, debido quizéas a su tratable manejo computacional, sin embargo, estudios de indole tedrico y
practico de ésta se exhiben en los articulos de Hamurkaroglu et al. (2004), Zertuche-Luis et al.
(2004), Zertuche-Luis y Cantu-Sifuentes (2008) y Zertuche-Luis et al. (2008), lo cual indica que,
para ser una técnica de control mas pragmatica, comparada con los enfoques antes senalados,
es poco conocida. La tnica suposicién bajo este esquema de control es que las observaciones
provienen de una muestra aleatoria, y es escasa la informacién que se tiene sobre la robustez que
esta carta pueda o no presentar frente a datos autocorrelacionados.

En esta direccién conviene enfatizar que no existen graficas de control multivariadas im-
pulsadas a resarcir los efectos del incumplimiento de los dos supuestos comentados de forma
simultanea. de manera que, en el presente trabajo, se extiende un primer estudio exploratorio de
la carta de control multivariada no paramétrica basada en la profundidad de Mahalanobis para
datos autocorrelacionados.

Lo anterior es particularmente 1til para mostrar en qué medida esta metodologia, bajo condi-
ciones muy especificas y aproximadas a la realidad, resulta ser conveniente o no para supervisar
procesos multivariados no normales y autocorrelacionados. Adicionalmente, a causa del auge
préctico que poseen las grificas T2, EWMA y CUSUM multivariadas, se han incluido estos proce-
dimientos de control para comparar su rendimiento en la condiciones subyacentes. Tipicamente,
una medida de comparacion entre cartas de control es la llamada longitud promedio de corrida
(ARL), que es el numero de puntos que en promedio es necesario graficar en la carta para que ésta
detecte una senal de fuera de control (Gutiérrez-Pulido y De la Vara-Salazar, 2009), de tal forma
que funciona como una cantidad que mide la velocidad con la que la carta detecta un cambio.

La generacién de los datos multivariados autocorrelacionados con determinada distribucién
estard dada a partir del modelo VAR, muy similarmente a como lo realizaron Vanhatalo y Kulahci
(2015), con la sutil diferencia de que, ademés de considerar la distribucién NMV, en este proyecto
se toman en cuenta las distribuciones ¢ de Student multivariada (--MVv) y Gamma multivariada
(GMV).



1.2. ESTRUCTURA DE TESIS

1.1. Objetivos

Este estudio exploratorio comparativo sigue como directrices los siguientes objetivos.

1.1.1. General

e Evaluar el desempeno de la carta de control multivariada no paramétrica basada en la
profundidad de Mahalanobis, medido en términos de ARL’s, para observaciones normales,
no normales y autocorrelacionadas.

1.1.2. Particulares

e Comparar el rendimiento de la carta de interés contra el de las gréficas T2, EWMA y CUSUM
multivariadas, en condiciones donde ambos supuestos no se satisfacen.

e Generar secuencias de observaciones multivariadas con un grado de autocorrelaciéon dado
y una distribucién establecida.

1.2. Estructura de tesis

En esta primera parte se ha presentado un marco muy intuitivo en lo que respecta a conceptos
elementales de cartas de control, asi como una breve pero general revisiéon de la literatura sobre
cartas de control propuestas que encaran la falta de uno solo de los supuestos sustanciales en la
aplicacién de graficas de control paramétricas, ésto con la finalidad de reconocer la motivacién,
el problema y los objetivos de la propuesta de investigacién en turno.

El capitulo 2 introduce algunos conceptos referentes a cartas de control multivariadas con
mayor formalidad y expone algunos aspectos tedricos relevantes acerca de los procedimientos de
control a comparar, aunque con mayor atencién en el método no paramétrico y en las definiciones
de medida de profundidad y ARL.

En el capitulo 3 se explica con detalle la propuesta comparativa, inicialmente se incorporan
algunos términos bésicos relativos al modelo VAR y posteriormente se aclaran como son generados
los datos y las condiciones a los que éstos estan sujetos. También se clarifica el célculo del ARL
con el cual se mide el desempeno de las cartas de control y puntos relacionados con la simulacién.

Los resultados de la comparacién son presentados y discutidos en el capitulo 4. Se extiende,
adicionalmente, una aplicacién con datos reales para ilustrar la operabilidad de las graficas de
control. Las discusiones y conclusiones sobre los resultados alcanzados en este documento se dan
en el capitulo 5, del mismo modo, se sugieren algunas recomendaciones y posibilidades de lineas
de investigacion a futuro por desarrollar.

Finalmente, se incluye un anexo con los programas disefiados en el ambiente de trabajo R (R
Core Team, 2018) para propositos de este proyecto de tesis, los cuales se encuentran disponibles
para su uso académico.



Capitulo 2

Fundamentos

En vista de que esta investigacion se circunscribe en el control estadistico de procesos multi-
variados, este capitulo introduce algunas definiciones basicas y necesarias para el desarrollo del
presente trabajo. También se revisan ciertos rudimentos teéricos de las graficas de control mul-
tivariadas a contrastar y los términos en que puede llevarse a cabo esa comparacién.

2.1. Control estadistico de procesos multivariados

Un objetivo esencial en el CEP es la wvigilancia continua de procesos de producciéon basados en
mediciones periédicas de algunas caracteristicas o variables de articulos manufacturados para
cumplir con ciertos estandares de calidad. Esta situacion es parcialmente asequible por medio de
una carta de control. Una carta de control es una herramienta estadistica visual disenada para
el seguimiento temporal de un proceso y detectar cambios inducidos por fuentes de variacién
especiales asociados con algin pardmetro de interés de dicho proceso, ese pardmetro puede ser
de tendencia central o de variacion.

Un régimen muy general en la practica de graficas de control es dividir el periodo de monito-
reo en dos fases, 1y II. En la primera se desea que el proceso de interés esté en control estadistico.
Para ello, a partir de datos historicos, se determinan limites de control que permiten decidir si el
proceso estd en control o no. De no estarlo, se excluyen los puntos fuera de control, se identifican
las causas asignables responsables y se eliminan. Mas tarde se incorporan nuevos datos histéricos,
se calculan una vez mas los limites de control y se comparan con el conjunto de datos histéricos
actualizado. Este plan se repite hasta que el proceso se encuentre en estado de control estadistico.
A la coleccién de datos que refleja las condiciones deseables del proceso bajo control se le conoce
como base de datos histdrica (BDH), y su distribucién se utiliza como referencia (distribucion de
referencia) para el futuro monitoreo del proceso. En esta fase también se estiman los pardmetros
correspondientes de la distribucién de referencia. El articulo de Chakraborti et al. (2009) brin-
da una amplia informacion sobre lo crucial que es la fase I en la construccion de cartas de control.

En la siguiente fase, con los valores estimados de la fase anterior, se calculan y se trazan los
puntos de la estadistica de monitoreo junto con los limites de control para supervisar si el proceso
actual mantiene su estado en control a medida que se generan nuevas observaciones. Basicamen-
te, en la segunda fase se evalta el comportamiento del proceso con respecto a la distribucion de
referencia (Marroquin-Prado y Canti-Sifuentes, 2010).
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Durante la fase 11, el monitoreo en linea de cada nueva observacién es homélogo a una prueba
de hipdtesis, donde se plantea muy genéricamente en la hipdtesis nula Hy: el proceso se encuen-
tra en un estado de control, mientras que en la hipdtesis alternativa H;: el proceso estd fuera
de control. Si el valor de la estadistica de monitoreo relativa a esa nueva observacion se ubica
dentro de los limites de control, es equivalente a no rechazar Hy, esto es, el proceso estd bajo
control, en caso contrario, rechazar la hipotesis nula implica que el proceso se ha salido de control
(Montgomery, 2009).

En esta analogia pueden cometerse los errores tipo 1y 11. El error tipo I es concluir que el
proceso estd fuera de control cuando realmente no es asi, es decir, es una falsa alarma. El error
tipo 11, por su parte, es deducir que el proceso mantiene su estado en control en el momento que
no lo esta. Estos dos conceptos son de suma relevancia para identificar el rendimiento de cartas
de control y también para visualizar por qué es conveniente usar graficas de control multivariadas
en lugar de cartas univariadas en procesos multivariados.

Cuando se monitorea un proceso multivariado con caracteristicas de calidad continuas me-
diante diagramas de control univariadas acontece un problema muy similar al que se presenta
cuando se efectian pruebas de hipdtesis por separado en un esquema de pruebas de hipdtesis
multiples, el tamano de prueba general incrementa (Boone, 2010). Andlogamente en gréficas de
control el uso de diversas cartas univariadas en un proceso multivariado incurre en la estabili-
dad de la proporcion global de falsas alarmas, ya que la consideraciéon de un ntmero grande de
reglas de deteccién de fuera de control aumenta notablemente el niimero esperado total de falsas
alarmas. Ademds, como ya se menciond, la construccion de sistemas de control univariados en
el ambito multivariado tampoco se vale de la correlacion entre las variables, por lo que ejecu-
tar un procedimiento de control multivariado es un enfoque més conveniente (Montgomery, 2009).

El presente texto sélo hace hincapié en cartas de control para procesos multivariados con
variables continuas, desde luego que esto no significa que las graficas multivariadas para atribu-
tos sean poco importantes, de hecho son aiin menos los empenos inclinados en lo concerniente
al efecto que provoca el incumplimiento de los supuestos en esta clasificacion, que se vuelve un
tema de estudio muy alentador. Si bien se han propuesto muchos graficos de control para datos
multivariados continuos, el sistema de monitoreo mas familiarizado e implementado es la T2 de
Hotelling y por propiedades de deteccién de cambio, también tienen su particular importancia
las cartas multivariadas CUSUM y EWMA.

Mason et al. (1997) y Bersimis et al. (2007) proveen una descripcién completa sobre distintas
cartas de control, incluyendo las de interés en este documento, abordan de manera general un
diagnéstico de los efectos que producen problemas como la violacién del supuesto de la distribu-
ciéon NMV, la estimacién de la matriz de varianzas y covarianzas y la presencia de datos faltantes
o autocorrelacionados. Es importante senalar que, en la mayor parte de los casos, los tres esque-
mas de control antes referidos intervienen cuando se desea monitorear el vector de medias de un
proceso, aunque también hay esfuerzos encaminados hacia el monitoreo de la matriz de varian-
zas y covarianzas y ambos pardmetros de forma simultdnea. Adicionalmente, se usan de manera
tipica sobre observaciones individuales p-variadas, en otras palabras, con subgrupos ractonales
de tamano igual a uno. Esto puede deberse a que la medicién de las unidades es muy costosa o
demanda mucho tiempo el agruparla.

La revisiéon de estos métodos de control que aqui se presenta asume el empleo de medidas
individuales y como objeto de monitoreo al vector de medias del proceso.
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2.1.1. Carta de control 7? de Hotelling

Sin duda, el sistema de monitoreo multivariado mas utilizado hasta el dia de hoy es la grafica
basada en la estadistica T2 de Hotelling. Esta fue disefiada como una extensién multivariada de
la estadistica ¢ de Student por el Dr. Hotelling en 1931, y puede concebirse, geométricamente,
como una medida de distancia al cuadrado entre una observacién multivariada y un vector de
valores objetivos que toma en cuenta su estructura de varianzas y covarianzas. Mientras mayor
sea esa distancia mas grande es el valor de la estadistica en cuestién. Generalmente, en las aplica-
ciones, el vector de valores objetivos esta representado por el vector de medias de las p variables
registradas en el proceso.

Sea X un vector aleatorio de orden p definido en RP de la forma X = (X1, Xo,...,X,)7,
donde cada Xj, para j = 1,2,...,p, es una variable aleatoria unidimensional definida en R.
Suponga que X tiene distribucién Normal p-variada con vector de medias g = (p1, 12, - - ., pip)”
y matriz de varianzas y covarianzas X, la cual es no singular, simétrica y positiva definida. Lo
anterior suele simbolizarse convencionalmente como X ~ AP(u, 3). Entonces, la estadistica T2

esta dada por:
= (X -2 X —p). (2.1)

Cuando los parametros de la distribucién Normal subyacente se desconocen, como sucede en
casi todo momento, g y ¥ son estimados mediante X y S, respectivamente, usando una BDH.
En estas condiciones la estadistica T2 queda expresada como:

7 =(X-X)'s (X - X), (2.2)

donde, dada una muestra aleatoria p-variada X1, Xo, ..., X, de tamafno n en la que cada X
es un vector del tipo X; = (X1, Xjo, . .. ,Xip)T, parai=1,2,...,n, los estimadores X y S son:

(X; — X)(Xi - X)". (2.3)
1
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Un modo de reescribir a la hipdtesis nula de control estadistico es, puesto que el proceso se
monitorea en términos del vector de medias, planteando la hipdtesis Hg : u = pg, la cual significa
que el proceso actual supervisado sigue el comportamiento del proceso objetivo o de referencia.
Mason y Young (2002) mostraron que, bajo Hy, cuando g y ¥ son conocidos, la estadistica en
(2.1) se distribuye Ji-cuadrada con p grados de libertad. En el caso de pardmetros desconocidos,
la distribucién de la estadistica depende de la relacién entre X y los estimadores X y S. Cuando
X es independiente de X y S se cumple que, bajo Hy:

- Dn—1)
T2 - (X - X)TS (X - X)~ {2 'F . 2.4
O R R e (2.0
Por el contrario, si X no es independiente de X y S:
— — n—1)2
?’=(X-X)Is (X -X)~ {(n)} - B (p)2, (n—p—1)/2)- (2.5)

Se dice que X es independiente de X y S cuando X no estd incluida en los célculos de X y
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2.1. CONTROL ESTADISTICO DE PROCESOS MULTIVARIADOS

S, de estarlo, se dice que es dependiente. La distribucién de la estadistica T2 es particularmente
util al momento de establecer el limite de control. Este limite solo es superior y se debe a la
naturaleza misma de la estadistica T2. Es importante resaltar que por la estructura de la matriz
de varianzas y covarianzas, dicha estadistica es no negativa y cuando més cercana a cero esta
se sugiere que la distancia entre el vector de medias del proceso actual vigilado y el vector de
medias de referencia es muy pequena, lo que es por supuesto ideal. Por esta razén, un LCI no hace
sentido en una carta de control T2, mientras que el LCS es precisamente el criterio que determina
si esta distancia es lo suficientemente grande para declarar al proceso fuera de control.

El monitoreo de un proceso con este diagrama de control, como ya se menciond, se sigue de
dos fases. En la fase 1, la BDH se puede obtener de la implementacién de una grafica de control 72
que use la informacion de una muestra aleatoria preliminar o de entrenamiento supuestamente
bajo control. Considere que tiene a esa muestra aleatoria preliminar p-variada de tamano m
con distribucién Normal p-variada con vector de medias y matriz de varianzas y covarianzas
desconocidos. Mason y Young (2002) recomiendan crear una gréafica T2 conformada por los valores
de la estadistica en (2.2) de cada observacién contra el tiempo y un LCS que, para un valor de «
dado, se calcula de la siguiente manera:

m — 1)?
LCS = {(m)} B {aip/2, (m-p-1)/2p (2.6)

siendo B{a: p/2, (m—p—1)/2} €l a-ésimo cuantil superior de la distribucién Beta con pardmetros
p/2y (m —p—1)/2. Si se detectan senales de fuera de control, entonces se procede a eliminar
a las observaciones pertinentes, después, con las restantes, se obtienen nuevamente los estima-
dores y se fabrica una carta T2 otra vez, asi, el procedimiento que se deriva de la sugerencia de
los autores citados, que llaman de purgado, es eliminar todos los datos fuera de control e iterar
este esquema hasta hallar una coleccién de datos homogéneos de tamano n < m que esté bajo
control estadistico. Esta coleccion es la BHD y su distribucién serda tomada como referencia para
supervisar observaciones futuras.

Para la fase 11 suponga que toma realizaciones en linea de una muestra aleatoria actual
X1, Xo, ..., de las p variables a monitorear. Aqui, la gréafica T2 se compone de las realizaciones
de la estadistica en (2.2), donde los estimadores X y S son calculados con la informacién de la
BDH. de este modo, se trazan estos valores contra el tiempo y un LCS que, a diferencia de la fase

I, resulta ser: (n+1)( 3
p(n n—
L = . F . 2.

en el cual F,, p —p) €s el a-ésimo cuantil superior de la distribuciéon F' de Fisher-Snedecor
con pardmetros p y n — p grados de libertad. Por lo que, en tanto los puntos de la estadistica 72
no excedan este LCS, el proceso mantendra su estado en control. Con la finalidad de ejemplifi-
car la visualizacién de un diagrama 72, se simularon primero 100 realizaciones de una variable
aleatoria A"?(02,1I5), donde 02 es un vector de orden 2 cuyas entradas son todas iguales a 0 e I
es la matriz de identidad de tamano 2 x 2. Posteriormente se generaron 50 observaciones con la
misma distribucién para ilustrar al proceso en pleno desarrollo por supervisar. Luego de encon-
trar los valores de la estadistica T2 y el LCS, como se muestra en las expresiones (2.2) y (2.7),
respectivamente, la carta de control 72 exhibe, para un valor de oz = 0.01, que el proceso esté
bajo control, véase la Figura 2.1.

11
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FIGURA 2.1: Tlustracién de una carta de control multivariada T2 de Hotelling (a = 0.01).
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FIGURA 2.2: Ilustracién de una carta de control multivariada 72 de Hotelling (o = 0.05).
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2.1. CONTROL ESTADISTICO DE PROCESOS MULTIVARIADOS

Un aspecto muy importante de la Figura 2.1 es la seleccién del valor de . En la teoria de
pruebas de hipdtesis, a es comunmente conocida como la probabilidad del error tipo I, en el
area del CEP también es habitual denominarla como proporcién de falsas alarmas. Es interesante
observar que, si se considera un valor de o = 0.05 para determinar el Lcs, la grifica T2 sugerirfa
que el proceso recién simulado esta fuera de control, véase la Figura 2.2, aunque, debido a que la
distribucién de los datos en la fase 1 y II es la misma, es claro que las senales de fuera de control
detectadas son sélo falsas alarmas. Por lo tanto, un LCS que tiene asociado un valor de o mas
pequeno, es un ntimero mas grande con respecto al que se fija para un valor de o mayor. Con
regularidad se determina su valor en funcién de la cantidad esperada de puntos en control que se
desea ver antes de hallar uno fuera de control, es decir, en funcién del ARL. Este procedimiento ha
posibilitado la asignacién de valores de a que han mostrado ser muy convenientes en la practica.
En la seccién 2.2.1 se proporciona una explicacién méas amplia respecto al término ARL.

Por otra parte, si el resultado de un sistema de control 72 en un proceso real adolece una
situacion como la que se aprecia en la Figura 2.2, esto es, no se cumplen con las especificaciones
de calidad determinadas por las observaciones en la BDH, se sospecha que se ha producido un des-
ajuste o cambio, emanado de causas especiales de variacién, en el vector de medias. Sin embargo,
el rastreo de la variable o variables afectadas por esta anomalia no es un aditamento de la carta
T2. En este rubro, hay una amplia gama de métodos que facilitan la interpretacién de sefales
de fueras de control, por ejemplo, los propuestos en los trabajos de Alt (1985), Jackson (1985),
Murphy (1987), Hayter y Tsui (1994), Mason et al. (1995), Mason y Young (2000) y Zertuche-
Luis et al. (2008). La mayorfa de estas técnicas estdn basadas en descomponer ortogonalmente
a la estadistica T? en partes que reflejan la influencia individual de cada una de las variables.
Probablemente, las dos técnicas més populares son la descomposicién de Mason, Tracy y Young
(descomposicién MYT) y el andlisis de componentes principales.

Es conocido, en el caso univariado, que la carta tipo Shewhart X es particularmente rapida
para identificar seniales de fuera de control ante cambios grandes en la media del proceso, pero
lenta en cambios de magnitud pequefia. En el caso multivariado, la grafica T2 también padece
de ser menos sensible a cambios pequenos en el vector de medias del proceso. Esta desventaja ha
sido atendida desde diferentes enfoques. Uno de ellos ha sido proponiendo otros estimadores de
la matriz de varianzas y covarianzas 3. El méas conocido es, quizds, el introducido por Sullivan

y Woodall (1996), dado por:

n

Z(Xi - Xi1)(Xs - X)L (2.8)
1=2

1

Sa = 2(n—1)
Bajo ciertas condiciones de simulacién, el estimador en (2.8) aporta en la carta 72 un desem-
peno relativamente apreciable para detectar cambios pequenos, sin embargo, Chou et al. (1999)
indicaron que S sigue siendo un mejor estimador que otros, porque, ademas de ser un estimador
de maxima verosimilitud, le brinda a este diagrama de control la bondad de ser especialmen-
te eficaz en la deteccidon de observaciones aberrantes, operacion de suma importancia durante
la fase 1 de su construccion. Otra alternativa sugerente, es la propuesta por Marroquin-Prado
y Cantu-Sifuentes (2010), quienes presentaron una carta de control multivariada basada en la
combinacién de gréaficas de control. Su método exhibié una mayor sensibilidad para identificar
cualquier tipo de magnitud de cambio en el vector de medias, pero lamentablemente, incrementa
la proporcién de falsas alarmas. Una razén natural por la que estos esquemas de control, X y T2,
tardan mucho tiempo en detectar cambios pequenos, es por la cantidad de informacién histérica
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2.1. CONTROL ESTADISTICO DE PROCESOS MULTIVARIADOS

del proceso que toman en cuenta, la cual es minima, ya que solo consideran la informacién de la
muestra en el ultimo tiempo. En la literatura, existe una clase de graficas de control designadas
generalmente con el nombre de cartas de control con memoria, porque su representacién grafica
se basa en la acumulaciéon de informaciéon muestral que el proceso proporciona, por €so es que
poseen mayor sensibilidad para identificar cambios pequenos en la media del proceso. Las mas
distinguidas son las cartas EWMA y CUSUM con sus correspondientes versiones multivariadas. Por
esta idénea propiedad, a continuacion se revisan, brevemente, algunos aspectos metodoldgicos de
las graficas multivariadas EWMA y CUSUM.

2.1.2. Carta de control EWMA multivariada

La carta de control multivariada EWMA, o MEWMA, fue disenada inicialmente por Lowry et al.
(1992) como una extensién al caso multivariado de la estadistica EWMA, de la cual se estriba la
grafica de control en su versiéon univariada. Una EWMA es, tautolégicamente, una media que en
cada tiempo incorpora informacion nueva y excluye, mediante un ponderador que decae exponen-
cialmente, informacion rezagada o histérica. De aqui que sea razonable formular a la estadistica
EWMA en el contexto multivariado de la forma:

Z; =AX; + (Ip - A)Zifl, 1=1,2,..., (29)

indicando Z; el i-ésimo vector de p valores de EWMA, Zj es el vector 0, y A es una matriz
diagonal de tamano p X p, cuyos elementos de la diagonal principal son pardmetros que determi-
nan el grado de memoria o peso que aportan las observaciones precedentes. Usualmente, estos
parametros se denotan por Ai, A2,...,Ap, donde 0 < \; < 1, para j = 1,2,...,p, cuanto mas
cercano a cero esté el valor de A\, mayor importancia o ponderacién tendran las observaciones ale-
jadas en el tiempo, con frecuencia se eligen valores de A en el rango 0.05 < A < 0.25. Un sistema
de control MEWMA se implementa, por lo regular, en la fase 11 del monitoreo de un proceso, con
la suposicion de que se tenga una muestra aleatoria p-variada X7, Xs, X3, ... con distribucién
Normal. La estadistica de monitoreo propia a esta grafica de control es:

en donde Xz, es la matriz de varianzas y covarianzas del i-ésimo vector Z. Lowry et al. (1992)
mostraron que la (k, [)-ésima componente de esta matriz se puede calcular mediante la expresién:

[1— (1= A" =)
A+ A+ A

Ezi(k‘,l):Ak)\l X { } X Ok, 1, k,l:1,2,...,p, (2.11)

siendo oy, el elemento (k, [)-ésimo de 3, la matriz de varianzas y covarianzas de las p variables
implicitas en el proceso. Sin pérdida de generalidad, es habitual suponer que A\ = Ag = --- = A, =
A, es decir, que todas las variables ponderan igualmente el historial del proceso, en consecuencia,
la obtencién de ¥z, se reduce a:

A

Y, =
Zi T 9\

x {1—(1-N*} x X (2.12)

Se puede ver que, cuando i tiende a infinito, el término (1 — A\)?* de la expresién en (2.12) se
aproxima a cero, por lo que ¥z, puede simplificarse, asintéticamente, como:
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A
Sz, =
Z 9\

x 3. (2.13)

Observe que bajo la igualdad de los valores de A, la ecuacién en (2.9) cambia a:
Z; =X+ (1-\NZ;_1, (2.14)
la cual al expandirse recursivamente se tiene que:
Zi =AX; + M1 = )X 1+ A1 = 22X o+ AT 1 =N X + (1 - )) 2. (2.15)

Este ultima expresién hace un tanto intuitivo el resultado de que si A = 1, la carta de control
MEWMA es equivalente a la carta T2, porque de hecho, cuando A = 1, la grafica MEWMA sélo
toma en cuenta a la muestra en el tiempo més reciente, tal y como sucede en la grifica T?2. Asi
que, una vez seleccionado un valor de A\ apropiado y cuantificados los valores de la estadistica
de monitoreo de cada observacién, la grafica se compone de tales valores y de un LCS, denotado
frecuente por H, que se establece en funcién del ARL que se desea obtener cuando el proceso
estd en control. Si alguno de estos valores esta por arriba de H entonces se declara al proceso
fuera de control. H es una cantidad no negativa que depende directamente de la magnitud de
Ay del ARL que se espera alcanzar. La derivacion de H es un tema fuera de las fronteras de
este documento, pero esencialmente es hallada a través de técnicas de aproximacién numérica
via simulacién, especialmente cadenas de Markov y Monte Carlo. Son contados los textos que
proveen de los valores éptimos de H segun la configuracién dada de A, el nimero de variables p
y el ARL, véase Prabhu y Runger (1997) y Lee y Khoo (2006b).

Para tornar a este procedimiento un poco mas pragmatico y facilitar su operabilidad, se ha
considerado la coleccién de observaciones que Crosier (1988) simulé con el fin de ejemplificar la
construccién de una grafica MCUSUM. Su mecanismo de generacién se basé en crear n = 10 datos
bivariados distribuidos normalmente con varianzas 1 y covarianzas 0.5, la media del proceso se
establecié, para los primeros cinco datos, en Oy y para las tltimas cinco en (1,2)7. Ahora bien,
suponga que fija para las dos variables el mismo peso de A en 0.1. Después obtenga los vectores

TABLA 2.1: Ejemplo numérico de un esquema bivariado de control MEWMA con los datos de
Crosier (1988).

Tiempo Observaciones Vector MEwWMA Estadistica 72

1 —-1.19 0.59 —0.12 0.06 3.29
2 0.12 0.90 -0.10 0.14 3.18
3 —1.69 0.40 —-0.25 0.17 7.37
4 0.30 0.46 —0.20 0.20 5.26
5 0.89 -0.75 —0.09 0.10 1.09
6 0.82 0.98 0.00 0.19 1.28
7 —0.30 2.28 —0.03 0.40 5.66
8 0.63 1.75 0.04 0.53 8.32
9 1.56 1.58 0.19 0.64 9.64
10 1.46 3.05 0.32 0.88 17.21
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Z para cada observacién como se muestra en (2.14), calcule ¥z, usando la expresién (2.12) y
cuantifique la estadistica T2 sefialada en (2.10). Los datos simulados y los resultados de esta
metodologia se exponen en la Tabla 2.1. Suponga también que aspira a que la carta MEWMA
localice seniales de fuera de control tal que su ARL sea aproximadamente 200. Lee y Khoo (2006b)
sugieren, bajo las especificaciones dadas, que el valor 6ptimo de H sea H ~ 8.64. Este dato es
sencillo de corroborar dirigiéndose a la Figura 2 del articulo recién referido, o bien consultando
la Tabla 11.3 en el Capitulo 11 del libro de Montgomery (2009). Finalmente, el resultado gréfico
de esta carta de control se muestra en la Figura 2.3.
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F1GurA 2.3: Ilustracién de una carta de control multivariada EWMA.

Un hecho notable de la Figura 2.3 es la trayectoria creciente positiva que se aprecia a partir
del séptimo tiempo, esta clase de patron da indicios de que algin tipo de cambio sufrié el proceso
a tal grado de perder su estado de control. Lo anterior es congruente con la forma en la que se
simularon los datos, recuerde que las tltimas cinco observaciones tienen una media més grande
con respecto a las primeras cinco, por lo que la carta identificé muy prontamente el desajuste de
la media en los datos.

2.1.3. Carta de control CUSUM multivariada

Ciertamente, existe mas de un diseno de graficas CUSUM en la literatura, véase, por ejemplo,
Montgomery (2009) y Gutiérrez-Pulido y De la Vara-Salazar (2009). A diferencia de la carta de
control EWMA, cualesquiera de estos disefios se basa en la representaciéon de la acumulacién de
las desviaciones de cada observacién respecto a un valor de referencia, la media tradicionalmente.
Precisamente es asi como la carta CUSUM considera a la informacion historica. Esta misma idea
se sigue en las versiones multivariadas, las cuales han sido propuestas como generalizaciones de
sus configuraciones univariadas.
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El esquema multivariado CUSUM, o MCUSUM, que mayor popularidad tiene por su destacado
desempeno es el diseniado por Crosier (1988), el cual se compone de la estadistica de monitoreo:

en donde s; es un vector de orden p dado por:

0, si C; <k,
a k ) — ) .
> (sis1+ X, —a)- (1 - C) , si C; >k, =12, (2.17)
siendo:
Ci= \/(Si—l + X; — a)TE—l(si_1 + X; — a), i=1,2,..., (2.18)

y X en (2.16) y (2.17) la matriz de varianzas y covarianzas del proceso. a es un vector de
orden p que denota el punto objetivo o de referencia en el proceso, sy es el vector 0, y k es
una constante positiva cuyo valor recomienda Crosier (1988) sea de 0.5. As{ como en la carta
MEWMA, la grifica MCUSUM también es puesta en marcha durante la segunda fase del monitoreo
del proceso, con la suposicion de que se cuenta con una muestra aleatoria p-variada X, Xo, ...,
procedente de la distribucién Normal.

En este diagrama de control, una senial de fuera de control es producida cuando algun valor
de la estadistica en (2.16) es superior que un LCS, también simbolizado como H, que estd sujeto
a la magnitud especificada del ARL y del valor de k. Nuevamente, los procedimientos que se
implementan para deducir a H son bésicamente por simulacién. El trabajo de algunos cuantos,
por ejemplo, Crosier (1988), Pignatiello y Runger (1990) y Lee y Khoo (2006a), ha sido de su-
ma importancia para hallar las cantidades convenientes de H y k asociadas a un valor de ARL
asequible. Con el fin de explicitar la construccién de la grafica MCUSUM, se han retomado las
observaciones de la Tabla 2.1 y se han realizado las operaciones senaladas en (2.16), (2.17) y
(2.18) con a = 02 y k = 0.5 para encontrar los valores de la estadistica de monitoreo, los cuales
se presentan en la Tabla 2.2.

TABLA 2.2: Ejemplo numérico de un esquema bivariado de control MCUSUM con los datos de
Crosier (1988).

Tiempo Observaciones Vector S  Estadistica Y

1 —-1.19 0.59 —-0.86 0.43 1.31
2 0.12 0.90 —-0.56 1.01 1.60
3 —1.69 0.40 —-1.95 1.22 3.20
4 0.30 0.46 —1.40 1.43 2.83
5 0.89 —-0.75 —-0.30 0.39 0.69
6 0.82 0.98 0.33 0.88 0.89
7 —0.30 2.28 0.03 2.72 3.13
8 0.63 1.75 0.59 4.01 4.33
9 1.56 1.58 1.96 5.09 5.14
10 1.46 3.05 3.21 7.6 7.68
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Continuando con la misma sugerencia de que la carta obtenga un ARL aproximado a 200,
puede verificarse en la Tabla 1 del escrito de Lee y Khoo (2006a) que, para k = 0.5, H ~ 5.491.
Una vez ubicadas todas las componentes para esbozar la carta de control, la Figura 2.4 revela
que el proceso estd fuera de control. La similaridad que guarda el comportamiento de la gréafica
MCUSUM respecto al de la grafica MEWMA es evidente, por lo que, en virtud de lo sefialado en la
Figura 2.3, cualquier tipo de patrén como los observados en las Figuras 2.3 y 2.4 insinuara una
alteracién en la media del proceso.

8 —
X
s
3 °
4 LCS =5.491
B e T
=3 ‘
>_
«
2 [
ke 4
]
8
8
© a ’
() L]
©
[%]
o
o 2
s ‘
[}
*
[ 3
0 —
T T T T T
2 4 6 8 10
Tiempo

FI1GURA 2.4: Tlustracién de una carta de control multivariada CUSUM.

Durante la elaboracién de las graficas en las Figuras 2.3 y 2.4, se dispuso del conocimiento
de X, sin embargo, dificilmente se posee este dato en las aplicaciones. Mahmoud y Maravelakis
(2010, 2013) examinaron el desempeno de los diagramas MEWMA y MCUSUM cuando los pardme-
tros del proceso se estiman a partir de una BDH, y hallaron que ambos métodos son afectados
seriamente porque incrementa la proporcién de falsas alarmas, esta situacién es singularmente
critica cuando el niimero de variables inmerso es grande y el tamano de la muestra es pequeno.
Para mitigar este problema proponen limites de control, derivados de herramientas de simulacién,
con los cuales es posible equivaler su desempeno en el caso de pardmetros conocidos y estimados.

Otras suposiciones que se infringen en la practica son el de la normalidad e independencia.
Stoumbos y Sullivan (2002) encontraron que aunque la carta MEWMA disminuye su eficacia para
distribuciones de colas pesadas y sesgadas, resulta ser mucho maés robusta que el desempeno de
la carta MCUSUM, la cual es gravemente deteriorada por el aumento de falsas alarmas, véase
Nidsunkid et al. (2018). Recientemente, Moraesa et al. (2015) mostraron que las gréficas MEWMA
y MCUSUM también son severamente danadas ante la presencia de autocorrelacién particularmente
negativa, ya que su habilidad para detectar cambios es perjudicada progresivamente.
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2.2. Medidas de desempeno en cartas de control

A lo largo de la revisién de este documento, se ha hecho uso indebido del concepto ARL por
sélo restringirlo a un indice que mide la rapidez de respuesta de cartas de control sin aclarar
realmente como es obtenido y lo imprescindible que es para evaluar el desempenio de éstas. Una
manera razonable de medir la eficacia de una grafica de control es contando el nimero de puntos
en control hasta antes de hallar una senal de fuera de control, a este niimero en la teoria de cartas
de control se le llama longitud de corrida (RL, por sus siglas en inglés). Si se repitiera muchas
veces el monitoreo de un proceso, bajo las mismas condiciones, y se obtuviera el RL en cada
vez, es de suponerse que variarian esos valores, por lo que una forma de resumir esa informacién
podria ser mediante el promedio de los RL’s.

2.2.1. Longitud promedio de corrida

Cuando los puntos o valores de la estadistica de monitoreo en una carta de control son indepen-
dientes, el RL es una variable aleatoria, por definicion, con distribuciéon Geométrica de parametro
p, donde p es la probabilidad que tiene cada valor de estar fuera de los limites de control, en
consecuencia, la longitud promedio de corrida no es mas que el valor esperado de esta variable

aleatoria, es decir: .
ARL =E{RL} = 5 (2.19)

Cuando un proceso en estado de control estadistico identifica una senal de fuera de control,
el punto detectado es, como ya se ha mencionado, una falsa alarma, por lo tanto es comprensible
que, para este caso, p describa la probabilidad de una falsa alarma, esto es, la probabilidad del
error tipo I, de esta manera:

1
ARLy = —, (2.20)

en donde el subindice 0 denota que el proceso monitoreado en linea estd bajo control. Cabe
notar aqui que, puesto que el proceso estd en control, es conveniente que la probabilidad de
falsa alarma sea pequefia, en otras palabras, que el valor del ARLg sea grande. Ahora, si el
proceso subyacente ha sufrido alguna perturbacién estructural, es deseable que p informe sobre
cuan probable es que un punto sea verdaderamente una senial de fuera de control que deba ser
identificada (una senal de deteccién del cambio). En estos casos p es igual a 1 — 3, siendo f la
probabilidad del error tipo 11 y 1 — 8 la probabilidad de detectar correctamente que el proceso
no esta bajo control, por lo tanto: .
ARL; = 5 (2.21)
En vista de la expresién (2.21), es inmediato preferir que el ARL; adquiera cantidades pe-
quenas, puesto que 1 — 3 valora la potencialidad con la que el sistema de control identifica un
cambio inesperado en el proceso. Tradicionalmente se les conoce a las ecuaciones en (2.20) y
(2.21) como ARL en control y ARL fuera de control, respectivamente. Habiendo referido esto, el
procedimiento tipico que se sigue para evaluar el comportamiento de una carta de control se basa
en, una vez fijado «, el nimero de variables p, la cantidad de observaciones y una cierta magnitud
de cambio o desplazamiento, examinar si, en primer lugar, el ARLg es congruente con el tamano
de « establecido y si el ARL; reduce respecto al valor del ARLg ante la perturbacién dada por el
cambio. Es importante observar que cuando el ARLg es més pequeno de lo esperado, se debe a

19



2.2. MEDIDAS DE DESEMPENO EN CARTAS DE CONTROL

que la proporcién de falsas alarmas o la probabilidad de cometer el error tipo I ha incrementado,
lo cual es no deseable. Por el contrario, si el ARLg es considerablemente mayor, la habilidad de
deteccion de cambio se ve danada, pues en ese caso, la probabilidad que ahora incrementa es la
del error tipo 1I. De aqui la relevancia de fijar «;, usualmente a un valor pequeriito, con la finalidad
de obtener un ARLg conservador y un ARL; minimo, lo que implica que la grafica de control
preserva un numero bajo de falsas alarmas en el proceso bajo control y detecta de forma rapida
si dicho proceso esta fuera de control. De este modo, el desempeno y la comparacion de cartas
de control puede darse en funcion de los ARL’s.

Se acepta en la practica como un valor razonable para « de 0.0027, por consiguiente, ARLy =
1/0.0027 =~ 370, esto significa que en promedio, por cada 370 puntos, la carta localiza una falsa
alarma cuando el proceso estd bajo control. Por lo que toca a los cambios en el andlisis del
ARLj, éstos suelen presentarse como desplazamientos de multiplos de las desviaciones estdndar
de las variables correspondientes en el pardmetro de monitoreo de interés. Estos desplazamientos
pueden ser de la misma o diferente dimension, aunque es comun que se estudie el caso en donde
la magnitud de cambio es la misma para todas las variables. Otra manera de representar la
magnitud de un cambio, particularmente en contextos multivariados, es mediante el conocido
pardmetro de no centralidad (Lowry et al., 1992) expresado como:

A= \/(ul — p0)" B5" (1 — o), (2.22)

donde po y 3o son el vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas del proceso
en control y w7 el vector de medias del proceso desplazado. Este pardmetro ejerce un rol crucial
durante el disefio 6ptimo de cartas control, de hecho, los ARL’s de las tres gréaficas antes revisadas,
bajo condiciones generales, dependen directamente de este pardametro de no centralidad. A fin
de esclarecer un poco este concepto, Mason y Young (2002) ilustran el siguiente planteamiento:
suponga que conoce los pardmetros pg y 3o de una distribucién Normal p-variada. Como ya
se menciond, la region de control para un vector X de orden p en control, en términos de la
estadistica T2, que se puede describir mediante la distribucién Ji-cuadrada con p grados de
libertad, estd dada por:

T? = (X — po)" 51 (X — po) <LCS =2, (2.23)

Un modo maés especifico de referirse a la distribucién Ji-cuadrada es con el nombre de Ji-
cuadrada central, ya que la distribucién del vector (X — pg) es Normal p-variada con media O.
Enseguida considere a Y que se distribuye Normal p-variada con pardmetros p y %o, note que
la estadistica 72 de Y es:

T = (Y - ) S5 (Y - ), (2.24)

pero seria inapropiado describirla por medio de una distribucién Ji-cuadrada central, debido
a que la media de la distribucién Normal p-variada del vector (Y — pg) es diferente de 0. No
obstante, se puede establecer la media del vector (Y — pp) usando pg y p1 de la forma:

(Y — o) = (Y — po + p1 — p1) = {(Y — 1) + 7}, (2.25)

siendo v = (w1 — po) la expresién del cambio medio. Entonces a partir de la ecuacién (2.25):

T2 = {(Y — 1) + v} S H{Y — 1) 7} ~ Xo): (2.26)
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en donde X%p 5) denota la distribucién Ji-cuadrada no central con p grados de libertad y

pardmetro de no centralidad 6 = A2, donde \ es la expresién senalada en (2.22). Este esquema
puede representarse visualmente como se observa en la Figura 2.5.

Xp X(p.3)

Densidad Ji-cuadrada

F1GurA 2.5: Representacién del desplazamiento de una distribucion Ji-cuadrada.

Continuado con la misma idea, el interés ahora es calcular la probabilidad de detectar ese
cambio, es decir, 1 — 3, la cual, por la Figura 2.5, resulta ser la integral (Mason y Young, 2002):

oo /2 i
P(Deteccién de cambio) =1 — 5 = Z 62,('5/2) fitp) (W) dw, (2.27)
LCS =0 '

indicado f(9;4p)(w) la funcién de densidad de la distribucién Ji-cuadrada con 2i + p grados
de libertad y LCcs = X%a;p, 5)° Este ejemplo motiva la necesidad de métodos de simulacién para el
célculo de integrales como la expresada en (2.27) y para el estudio de los ARL’s en general, donde
el tratamiento andlitico asociado con la obtencién de los ARL’s es méas complicado, consecuente
también del incumplimiento de los supuestos de normalidad e independencia. De estos métodos
los més imperantes en la literatura son Monte Carlo, cadenas de Markov y ecuaciones integrales,
véase, por ejemplo Prabhu y Runger (1996), Schaffer y Kim (2007). Finalmente, algunos autores
no estan del todo conformes con el uso de la media para brindar informacién sobre el RL. Palm
(1990), por ejemplo, muestra que las distribuciones del RL son regularmente muy sesgadas, por lo
que el ARL no deberia emplearse como una medida tinica del rendimiento de una carta, en cambio,
la mediana o cualquier otro percentil, segiin sea el interés, podrian ser mejores representantes de
dicha distribucién. Lee y Khoo (2006a,b), por ejemplo, propusieron un disefio éptimo de graficas
MCUSUM y MEWMA empleando la mediana de las longitudes de corrida (MRL).
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2.3. Enfoque basado en profundidad de datos

El analisis estadistico de datos multivariados es una de las dreas que mayor permea en las apli-
caciones de la vida real, ya que muchos de los experimentos y estudios ejecutados en ciencias
agricolas, sociales e industriales, por ejemplo, son de naturaleza multivariada. Un obstaculo que
limita a esta area en la practica es, con frecuencia, la dificultad de justificar la suposicién de la
distribucién NMVv, atn después de haber transformado los datos o haber rechazado la hipétesis de
normalidad en un esquema de prueba de hipotesis adecuado. Esta situacién fue lo que impulsé el
desarrollo de nuevas herramientas que no tomaran en cuenta un comportamiento distribucional
particular en el vector aleatorio de variables a analizar.

El trabajo de un grupo de investigadores, entre los que destacan Regina Liu, Jeese Parelius,
Kesar Singh, hizo posible que a lo largo de la década de los 90, algunas técnicas no paramétricas
multivariadas fuesen respaldadas tedricamente bajo el concepto de profundidad de datos. Estas
técnicas pueden percibirse como una extension de métodos univariados de ordenamiento y de
clasificacién por rangos a problemas de dimensién mayor, redituando en rangos de tipo centro-
exterior construidos a través de una medida o funcién de profundidad. Las primeras adaptaciones
de este enfoque ocurrieron de la mano del control de la calidad en los trabajos de Liu (1992) y
Liu y Singh (1993), ddndose a conocer formalmente las primeras cartas de control multivariadas
hasta el escrito de Liu (1995).

2.3.1. Medida de profundidad

El concepto de profundidad de datos se desarrollé a partir del problema de generalizar la media-
na univariada y ordenar conjuntos de datos multivariados. Esta demanda fue atendida de forma
pionera por Tukey (1975) y Barnett (1976), quienes airosamente sentaron las primeras bases de
una mediana p-variada vista como el punto mas profundo en una nube de datos en R? y de sis-
temas de ordenamiento multivariado. De hecho, anecdéticamente, Tukey fue el primero en usar
la palabra profundidad.

Intuitivamente, una medida de profundidad es una funcién que da cuenta de la cercania que
tiene un dato multivariado @ € R? respecto al centro de una distribucién conocida o respec-
to al centro de una nube de datos @1, xo,...,x,. Desde una 6ptica un poco mas formal, para
una distribucién multivariada absolutamente continua H definida en R?, p > 1, una funcién
de profundidad, denotada por D(H;x), es una funcién que asigna un rango no negativo en el
intervalo [0, 1] que provee un orden del centro hacia afuera de un punto dado & basado en H.
Esta nocién de profundidad sugiere que valores altos o bajos de D(H;x) posicionan a & més
cerca o alejado, respectivamente, del centro de H, lo cual produce un sistema natural de orden,
generalmente decreciente, donde el punto mas central se ubica en primer lugar y el mas periféri-
co en ultimo lugar. Este ordenamiento también induce un esquema de clasificacién por rangos,
en el cual, el rango més pequeno tiene asociado al punto con la menor profundidad y el rango
mas grande corresponderd al punto con la profundidad maxima. Observe entonces que el valor
de D(H; x) podria interpretarse como la localizacion o el grado de centralidad de & con base en H.

El concepto de funciéon de profundidad de datos se puede formalizar estableciendo una serie
de propiedades que ésta debe satisfacer, ademds de ser no negativa y acotada, para la evaluacién
de funciones de profundidad que proporcionen eficientemente un orden tipo centro-exterior.

Las propiedades que aqui se presentan son una version simplificada de las que aparecen, por
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ejemplo, en Zuo y Serfling (2000) y Serfling (2006).

PROPIEDAD 1. Invarianza afin. Sea A una matriz de tamano p X p no singular, b un vector
orden p en R? y Az + b una transformacion del dato . Si H y Hazyp son las distribuciones de
x y del dato transformado, respectivamente, entonces:

D(Hazib; Az + b) = D(H; @), (2.28)

lo que significa que el valor de la profundidad de & no depende de su escala de medicién,
puesto este valor que es el mismo que el da profundidad de los datos transformados en forma
afin.

PROPIEDAD 2. Maximalidad al centro. Para una distribucién H que tiene un tinico centro 9,
definido bajo alguna nocién de simetria', la funcién de profundidad de = debe alcanzar el valor
maximo en ese centro, esto es:

D(H; %) = maz:ix D(H;x). (2.29)

PROPIEDAD 3. Monotonicidad relativa al punto mds profundo. A medida que x se aleja del
punto mas profundo, es decir, del punto en el que la funcién de profundidad alcanza el valor
maximo, a lo largo de cualquier segmento que une a @ con dicho punto, la profundidad en «
debera ser mondtona decreciente. Esto quiere decir que, cuando H es simétrica alrededor de g
y alcanza alli su profundidad el valor maximo, entonces D(H; x) es monétona respecto del punto
de méaxima profundidad si:

D(H;x) < D(H; 90 + &(x — J0)), (2.30)
para cualquier £ € [0, 1].

PROPIEDAD 4. Desvanecimiento al infinito. La profundidad de un punto @ deberd aproxi-
marse a cero tanto como ||x|| se aproxime a infinito.

Fundamentalmente, una medida de profundidad que cumple con estas cuatro propiedades
ofrece una satisfactoria solucién para formar un orden multivariado de los datos, que por lo visto
de su definicién, Barnett (1976) cataloga como un orden reducido, ya que una funcién de profun-
didad reduce un dato multivariado a valores individuales utilizando alguna métrica de distancia.
Estas métricas también pueden ser de atipicidad (outyinguess en inglés) o de cercania (closness
en inglés), que de acuerdo con Mosler (2002), estédn relacionadas inversamente con una funcién
de profundidad. Zuo y Serfling (2000) presentan un esquema de clasificacién general de fun-
ciones de profundidad en términos de estas métricas y Mosler (2013) extendié esta clasificacion
en tres tipos de profundidad, las basadas en distancias, en medias ponderadas y en semi-espacios.

Las basadas en distancias de definen usando una distancia desde un punto central, marca-
do adecuadamente, a otro punto dado. En el segundo tipo las profundidades son determinadas
mediante regiones especificas de un punto medio ponderado apropiadamente. Y en el tercer ti-
po, la profundidad esta implicita en semi-espacios o en espacios geométricos relativamente mas
complejos que se refieren sélo a la estructura combinatoria de los datos. A las dos primeras
clases de profundidades se les conoce también como profundidades-métricas, mientras que a la
dltima clase se le conoce como profundidades-combinatoria. Estos enfoques son particularmente
atiles al momento de distinguir las capacidades tedricas de cada medida de profundidad y su

!Dirfgase a Zuo y Serfling (2000) para consultar algunas ideas generales de simetria multivariada.
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tratamiento computacional para analizar e interpretar conjuntos de datos de cierta dimensién.
Rafalin y Souvaine (2004) hacen notar que las profundidades-combinatoria padecen de no ser
computacionalmente eficientes en dimensiones superiores, pues aunque la cispide informatica en
estos tiempos es ostentoso, la complejidad computacional de estas funciones de profundidad crece
exponencialmente respecto a la dimensién de los datos y esto evita que sean ttiles en el andlisis
préctico para dimensiones mayores o iguales a tres. Algunos esfuerzos que intentaron menguar
este inconveniente, pero son poco estudiados y prevalecidos se encuentran en los escritos de Rous-
seeuw y Strufy (1998) y Miller et al. (2003). Las profundidades métricas, en contraste, son menos
complicadas de cuantificar en cualquier dimensién. Algunos nombres de medidas de profundidad
mencionados con frecuencia en aplicaciones son, entre otras, la profundidad de Mahalanobis, la
profundidad simplicial, la profundidad de Tukey, la profundidad mayoritaria de Singh y la pro-
fundidad zonoide (Liu et al., 2004).

Debido a la naturaleza misma que poseen las medidas de profundidad en resumir mediciones
multivariadas en indices univariados que caracterizan la ubicacién centro-exterior de un conjunto
de datos, Liu y Singh (1993) propusieron implementar una estadistica derivada de funciones de
profundidad con la finalidad de examinar y comparar la periferia de una poblacién multivariada
en relacion con otra, la cual trasladé al esquema que se plantea durante la fase 11 de monitoreo
en una grafica de control para verificar si el proceso que esta siendo supervisado cumple o no con
las caracteristicas prescritas en la distribucién de referencia, dicho de otro modo, si el proceso
estd o no bajo control, y puesto que el concepto de medida de profundidad no requiere de
suposiciones sobre la forma de la distribucién subyacente de las observaciones, es que se considera
este planteamiento como un enfoque no paramétrico de cartas de control.

2.3.2. Cartas de control bajo medidas de profundidad

Suponga que Y7,Y5,...,Y,, es una muestra aleatoria p-variada de una distribucion H € RP
p q ) b b p

producida por un proceso en estado de control, es decir, H es la distribucién de referencia.
Considere a X;, Xo,..., una muestra aleatoria actual de las p variables en monitoreo, donde

cada X; se distribuye G?> € RP. El objetivo es determinar, con base en las observaciones de
las X, si el proceso atin estd en condiciones de control. La directriz que Liu y Singh (1993)
recomiendan seguir para monitorear el proceso basdndose en la nocién de profundidad de datos
es el cédlculo de una estadistica clasificadora de rangos, asociada a cada nueva observacion, que
esta dada por la comparacién de las profundidades de los datos en G respecto a las profundidades
de los datos en control de H, esto es:

ru(z) =P(D(H;Y) < D(H;z)|Y ~ H). (2.31)

La expresion en (2.31) es particularmente til cuando H se conoce, sin embargo a menudo H
es desconocida, en este caso:

_ #{}G‘D(Hmvi/;) SD(Hm;.’E), j:1727--~7m}

2.32
m+1 ’ (2.32)

TH,, (T)

que denota la probabilidad o proporcién de puntos, bajo la distribucién de referencia, que son
mas periféricos que el dato «, en otras palabras, la proporcion de observaciones en la muestra
de referencia que tienen una medida de profundidad que no excede a la del dato x. Ahora bien,

2 G también es absolutamente continua e independiente de H.
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si el valor del rango hallado es alto entonces hay un nimero muy grande de observaciones de
referencia que son mas periféricas que x, esto significa que la profundidad del dato actual es muy
grande y se sospecha que hay altas posibilidades de que este dato pertenezca a la distribucién
de referencia, en consecuencia, se sugiere que el proceso estd bajo control. De lo contrario, si el
rango es muy pequeno se debe a que la nueva observaciéon tiene una profundidad muy pequena o
es muy periférica, por lo que habra una cantidad muy baja de datos de referencia que sean mas
periféricos que el dato monitoreado, lo cual indica que este dato no corresponde a la distribucion
de referencia y es preferible establecer al proceso fuera de control. Este rudimento de representar
una observacién multivariada por su correspondiente rango relativo rg, (x) es la base de algunos
disenios de cartas de control andlogos a las graficas MCUSUM, MEWMA y X que han sido propues-
tos como métodos alternativos ante el incumplimiento del supuesto de normalidad, véase, por

ejemplo, Liu (2003), Liu et al. (2004) y Dai et al. (2004).

Liu y Singh (1993) demostraron que, bajo el hecho de que G = H, si la distribucién de
D(H;Y) es continua, entonces la distribucién de rg(X) es Uniforme con soporte en el intervalo
[0, 1], més atn, cuando m — oo, rx,, (X) converge en distribucidn a una variable aleatoria dis-
tribuida U [0, 1] siempre que Dy, (-) converja uniformemente a Dp(-). La verificacién del primer
resultado es trivial y se sigue directamente del Teorema de la transformacion de distribucion de
probabilidad.

Por lo anterior, un esquema de control conveniente podria ser basandose directamente en el
monitoreo de los rangos rp, (x;) y en la eleccién apropiada de un limite de control inferior que
juzgue cuan pequeno debe ser el valor del rango para detectar una senal de fuera de control.
Dada la distribucién de la estadistica de monitoreo, es razonablemente justificable que se use
como LCI a la proporcién de falsas alarmas y una LC igual a 0.5. Observe que la existencia de
un LCS no hace sentido a causa de la interpretacién que tienen los valores grandes de rg, ().
Liu (1995) aclara que cuando el valor del rango es muy cercano a 1 ocurre un virtual cambio
de ubicacion poco apreciable o reduccion en la dispersién de los datos monitoreados respecto a
los de referencia que puede verse como una cierta mejoria del proceso, a diferencia de cuando
el valor de rg, (x) es mds pequeno que la LC, en donde el comportamiento regular del proceso
comienza a deteriorarse por una posible perturbacién de ubicacién o incremento de dispersién.
Este deterioro se agudiza una vez que rpg,, (x) es inferior que un LCI = « dado, momento en el
cual se declara al proceso fuera de control. A pesar de que no se considera un LCS, por lo visto,
la LC funciona como un punto de referencia que valta la formacién de patrones o tendencias en
una secuencia observaciones (Liu, 1995).

A este procedimiento descrito arriba le concierne el nombre de carta de control r o de clasi-
ficacion por rangos y ha sido el mas preponderante cuando de aplicaciones no paramétricas se
trata, véase, por ejemplo, Hamurkaroglu et al. (2004), Zertuche-Luis et al. (2004) y Messaoud
et al. (2005). La clave de hacer implementable y eficaz este método de control estd en el uso
de una medida de profundidad que sea poco intensiva computacionalmente y atractiva desde un
punto de vista tedrico. Como ya se menciond, las profundidades métricas se pueden calcular en
conjuntos de datos sin distinciéon de su dimensién. La mas popular de éstas es la profundidad de
Mahalanobis, propuesta por Liu y Singh (1993), y debe su nombre al hecho de que su definicién
se basa en la famosa distancia de Mahalanobis, ademds, es muy sencilla de calcular y satisface
las cuatro propiedades anteriormente expuestas.

Con el propdsito de visualizar la construccion de una grafica de control r, se empleard en este
trabajo la profundidad de Mahalanobis, la cual se revisa a continuacién.
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2.3.3. La profundidad de Mahalanobis

La profundidad de Mahalanobis de punto & € RP, con respecto a la distribucién H, se define de
la forma: )
M,D(H;z) = {1+ (z — pu) 'S5 (x — pu)} . (2.33)

donde pp y ¥ son el vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas de H,
respectivamente. Cuando py y 3 g son desconocidos, la versién muestral de la profundidad
de Mahalanobis expresada en (2.33) es:

MyD(Hp;z) = {1+ (x — X)7S (& - X)} ', (2.34)

siendo X y S los estimadores muestrales de uy y g, respectivamente, de la expresién (2.8).
Claramente, en atencién de las expresiones (2.33) y (2.34), la profundidad de Mahalanobis del
dato x es una medida acotada en el intervalo (0,1] que estd dada por lo pequena que es su
distancia cuadratica al vector de medias conocido o estimado. La profundidad de Mahalanobis
en (2.33) cumple con las cuatro propiedades deseables enunciadas antes. En efecto, suponga que
X ~ H(p,3X) donde ¥ es una matriz positiva definida. Considere la transformacién AX + b en
el que A es no singular, note que por propiedades de los operadores esperanza y covarianza se
tiene que:

AX +b~ H*(Ap+bAZAT). (2.35)

Asi que de las expresiones (2.33) y (2.35) se puede ver que:

1
My,D(H*; Az +b) = .
WPl w0 {1+[Aaz+b—(Ap,+b)]T (ASAT)™! [Am+b—(Au+b)}}
1
- {1+Az+b—Ap—b)T (ASAT) ' (Az+b—Ap—b)}
1
N {1+ Az - Ap)" (ASAT) " (Az— Ap)}
1
N {1+ (@- " AT(AZAT) " Az —p)}
1
- {1+(@-w" AT (A7) S1AIA (@ — )}
_ 1
L+ (@— ) = @)}

= MhD(H7 m)a

lo cual comprueba que My D(H;x) es invariante afin. En lo que respecta a la segunda propie-
dad, es aceptable pensar que si p es el centro de H, evidentemente se verifica que M, D(H; p) =
maxy, My D(H;x) cuando © = p, por consiguiente, My D(H;x) es maxima en el centro.
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Continuando con esta misma idea, sea g = p + &(x — p) cualquier punto en el rayo pa para
¢ € [0, 1]. La profundidad de Mahalanobis es monétona respecto del punto de mayor profundidad
si MpD(H;x) < My D(H;x), efectivamente, note que:

1
MyD(H; o) = :
e B ol e )]
_ 1
{1+@-w" = @ -]}
1
= . (2.36)
{1+ (@|@-w'="1@-w)}
Ahora observe que cuando £ = 1 en la expresion (2.36):
1
My, D(H; xp) = : 37
B (TS 3
= M, D(H; ),
y para cuando 0 < & < 1:
: < ! . (2.38)

fi+[@-w's1@-w]} {1+(¢[ec-w'=@-w))}

De este modo, con base en las expresiones (2.37) y (2.38), se exhibe que M;D(H;x) <
MpD(H; z) para £ € [0,1].

Finalmente, la profundidad de Mahalanobis obedece a la propiedad de desvanecimiento al infi-
nito, ya que si ||&|| — oo o equivalentemente ||&—p|| — oo entonces también (& — p)” 1 (@ — p) —
00, por lo que, de la ecuacién (2.33), M, D(H;x) — 0. Esto se debe al hecho particular de
que || (& — )T B! (& — p) || es igual al valor absoluto de (& — p)? ! (z — p) (Zertuche-Luis,
2008). Una demostracién formal del cumplimiento de las cuatro propiedades por parte de la pro-
fundidad de Mahalanobis se puede consultar en Zuo y Serfling (2000).

Es bien conocido que los estimadores muestrales en (2.34) no son robustos, asi que la pro-
fundidad de Mahalanobis muestral y cualquier procedimiento que incorpore a esta profundidad
es igualmente no robusto, ademds de ser sensible a conjuntos de datos que contienen valores
atipicos (Liu y Singh, 1993). Existen algunos enfoques que han tratado de socorrer la falta de
robustez, entre los més populares esta el estimador determinante de covarianza minima y el
estimador de volumen elipsoidal minimo, véase por ejemplo Djauhari (2008) y Muthukrisnan y
Poonkuzhali (2017). Un rasgo interesante acerca de la profundidad de Mahalanobis es que hereda
la propiedad de invarianza afin en la estadistica rg(x), asi que el sistema de coordenadas o la
escala de las mediciones subyacentes no altera el resultado de una carta de control r derivada de
la profundidad de Mahalanobis. Esta caracteristica es en general cierta para cualquier funcién
de profundidad invariante afin (Liu y Singh, 1993).
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2.3.4. Carta de control r basada en la profundidad de Mahalanobis

Sea Y1,Y5,...,Y,, una muestra aleatoria p-variada de tamano m con distribuciéon H,, que cons-
tituyen la muestra de referencia. Asimismo, suponga que X1, Xo, ..., es la muestra aleatoria de
las p variables a monitorear en linea cuya distribucion es G. Conforme a Zertuche-Luis y Canti-
Sifuentes (2008), los pasos a seguir para construir una carta de control » mediante la profundidad
de Mahalanobis son:

1. Obtenga los estimadores X y S de la muestra de referencia y calcule posteriormente las
profundidades de Mahalanobis de cada Y; aplicando la expresién en (2.34).

2. Ordene ascendentemente las profundidades de cada Y} y dendtelas como Yy, Yigp, -+, Y-

3. Use nuevamente la expresién en (2.34) para hallar las profundidades de Mahalanobis de
cada nueva observacién de X;, i = 1,2, ..., empleando los estimadores X y S de la muestra
de referencia.

4. Calcule la estadistica de clasificacién por rangos para cada nueva observacion de X; como
sigue:

_ #{Y | MpD(H Y)) < MpD(Hin; Xi), j=1,---,m}
m+1

T H,, (Xi) : (2.39)

5. Grafique cada uno de los valores obtenidos en (2.39) contra el tiempo y trace conjuntamente
una LC = 0.5 y un LCI = q.

Para efectos de clarificar el procedimiento recién descrito y visualizar el comportamiento de una
carta de control 7 se simularon 540 observaciones preliminares de una distribucién N 2 (02,3 - Io)
y posteriormente 40 observaciones de cada una de las siguientes tres distribuciones:

elallas]) w(allav]) v (G 7))

Con respecto a la muestra preliminar, note que en la primera distribucién no hay cambios
algunos, en la segunda hay una reduccién de dispersién y en la tltima hay un aumento de
ubicacién y dispersién. Enseguida, se excluyeron los tltimos 40 datos preliminares y se integraron
con los 40 que se generaron después para cada distribucién. De esta forma, en los tres escenarios,
la muestra de referencia quedé conformada por 500 observaciones y la de monitoreo por 80.
Dicho esto, se cuantificaron correspondientemente los valores de My D(H,,;y;), MpD(Hps ;) y
rg,, (@), i=1,---,80y j = 1,---,500. Una vez encontrados los valores de la estadistica de
monitoreo y una proporcion de falsas alarmas o = 0.05 bajo consideracién, las Figuras 2.6, 2.7 y
2.8 muestran la conducta gréafica de las tres cartas de control r. Es importante acentuar que el
resultado de los diagramas de control es congruente con la informacién asociada a la construccién
de las observaciones de monitoreo. Note que la presencia de falsas alarmas en la Figura 2.6 es
razonable con la proporcién de falsas alarmas establecida. La Figura 2.7 exhibe la disminucién
de dispersion establecida en la simulacién, esto por la evidente cantidad de rangos que tienden
acercarse a uno a partir del tiempo 40. Por su parte, la Figura 2.8 revela un notorio cambio en
la media de la distribuciéon y un incremento en la dispersiéon que se hace visible rapidamente
desde el tiempo 40 en adelante. Este tltimo ejemplo ilustra el hecho de que las cartas de control
r monitorean simultdneamente cambios de ubicacién y aumentos de dispersién en el proceso.
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FigurA 2.6: Carta de control multivariada r basada en la profundidad de Mahalanobis para un
proceso en control.
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FicUura 2.7: Carta de control multivariada r basada en la profundidad de Mahalanobis para un
proceso con disminucién de dispersién.
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FiguraA 2.8: Carta de control multivariada r basada en la profundidad de Mahalanobis para un
proceso con cambio de ubicacién y aumento de dispersién.

El campo de métodos orientados a la identificacion de la(s) variable(s) causante(s) de alertas de
fuera de control en la carta r ha sido poco estudiado. Existen dos propuestas al respecto e imple-
mentadas con la profundidad de Mahalanobis. La primera de éstas la introdujeron Zertuche-Luis
et al. (2008) quienes disenaron una grdfica de proporciones de contribucion por variable, producto
de un andlisis de componentes principales y boostrap. Esencialmente, su metodologia consiste
en obtener, primero, las proporciones de contribucién de las observaciones de referencia de cada
variable derivadas de la técnica de componentes principales aplicada en los datos de referencia.
Luego se generan B muestras bootstrap de estas proporciones y se hallan los cuantiles correspon-
dientes para fungir como limites de control. Este procedimiento se usa como punto de comparacién
respecto a las proporciones de contribucion de los datos de monitoreo, esto es, si estas nuevas
proporciones estan dentro de los limites antes establecidos, la variable en turno esta en control,
de los contrario, estd fuera de control. Los detalles técnicos pueden revisarse en la tesis doctoral
de Zertuche-Luis (2008). El segundo enfoque es una generalizacién de la descomposicién de la
estadistica T2 sugerida por Pifia-Monarrez (2013) al contexto de la carta de control r. El tra-
tamiento que este autor sugiere mitiga tenuemente algunos inconvenientes de la descomposicién
MYT de la estadistica 72 y demuestra que, basado en su propuesta, descomponer la estadisti-
ca T? es equivalente a descomponer la profundidad de Mahalanobis, véase Pifia-Monarrez (2018).

Finalmente, en el area de las investigaciones todavia limitadas sobre la carta de control
r, no hay suficiente analisis tedrico y practico acerca de su desempeno en condiciones menos
convencionales, por ejemplo, en circunstancias de autocorrelacién. De aqui que se desprenda
la aportacién principal de este trabajo que consiste precisamente en proveer una medida del
rendimiento de la carta en cuestion para datos autocorrelacionados.
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Capitulo 3

Propuesta metodolégica

Esta seccién describe la estrategia metodoldgica a implementar para fines de los objetivos. La
comparacién se cine al marco de datos autocorrelacionados y no normales. En la literatura, sin
embargo, el estudio del desempeiio de los diagramas de control 72, MEWMA y MCUSUM se ha
restringido sélo al caso de datos autocorrelacionados y normales, o bien independientes y no
normales, mientras que la carta de control 7 sélo ha sido objeto de andlisis para datos indepen-
dientes con distribucién normal y no normal. El régimen mas conocido en el disefio y tratamiento
computacional de datos autocorrelacionados esta basado en el uso del modelo VAR. Este modelo
es, dentro de la teoria y el andlisis de series de tiempo multivariadas, uno de los mas flexibles de
manejar con el fin de explicar y pronosticar el comportamiento dindmico de p series de tiempo
univariadas de forma simultanea. Debido a que los datos son generados bajo los términos de
dicho modelo, en este capitulo se introducen algunos conceptos relativos al modelo VAR para
explicitar, posteriormente, el procedimiento de simulacién propuesto y las condiciones, asi como
delimitaciones, de estudio consideradas.

3.1. Algunas nociones téoricas del modelo VAR

El modelo VAR es una extension natural del modelo autorregresivo univariado, en donde un vector
de variables es representado como una funcién de sus valores pasados, lo que permite construir
una variedad de modelos para representar distintas estructuras de autocorrelacién en variables
multivariadas. Es comin denotar al modelo VAR como VAR(k), donde k es el orden del modelo,
que simboliza la cantidad de periodos pasados de los que depende la observacién actual. La forma
béasica de un modelo VAR(k), es:

Xt = C"'{)lthl +{)2Xt72+"'+(I)kXt—k+ut7 t= 1a2a"'7T’ (31)
donde X; = (X4, Xot, - - -, Xpt)T un vector de orden p de procesos autorregresivos univariados
en el tiempo ¢, ¢ es un vector de constantes de orden p, ®;, para j = 1,2,...,k, es una matriz de

tamafo p x p integrada por coeficientes de autocorrelacion ¢;; € (—1,1) que miden la dindmica
de dependencia entre el valor actual y el razagado de X;, y u; es un proceso de ruido blanco
vectorial con vector de medias 0, y matriz de varianzas y covarianzas X, invariantes en el
tiempo. Frecuentemente, en las aplicaciones se requiere que X, sea definida positiva y que uy
tenga distribucién NMV.
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Para ejemplificar la expresion en (3.1) considere un proceso bivariado VAR(2), el cual se puede
escribir de la siguiente manera:

X\ [ G o1 912 X1t-1 D Xit-2 Uiy
= + + 2 2 + ;
Xot G2 P21 P22 Xo -1 51 D3y Xoyt o Uy
0 en notacién de ecuaciones simultdneas como:

X1 =C+onuXie1+d12Xor 1+ 03 X142+ ¢l Xos o + uiy,
Xoy = Co+ 1 X141+ P22 X1+ 03 X14—2 + 3 X042 + uay,

donde Cov(uys,uss) = 012 para t = s, e igual a 0 de otro modo. Una alternativa mds para
expresar al modelo VAR(k) es mediante el operador de retardo L, esto es:

enla que ®(L) =1, - PL— ®,1% — ... — &, L* es una matriz polinomial de orden p x p. Box
et al. (2015) indican que el comportamiento del proceso puede establecerse por la raices de la
ecuacién det {®(L)} = 0. Un proceso VAR(k) es estacionario si todas las raices de esta ecuacién
estan fuera del circulo unitario, o equivalentemente, si los valores caracteristicos de la matriz:

o I 0 0
o o0 I 0
P = : ) (3.3)
0 0 o I,
Py Ppq Ppo - Py

son menores que uno en valor absoluto (Reinsel, 1993). Los elementos 0 de P en (3.3) son
matrices de tamanio p X p con componentes todas iguales a cero. Por otra parte, los valores
mas comunes de k£ y numero de series p utilizados en investigaciones, que limitan un tanto
la complejidad de la manipulacién del modelo VAR, es uno y dos, respectivamente. Bajo estos
pormenores las ecuaciones son:

Xt:C—i-@Xt_l—i-’ut, t:1,2,...,T, (34)

o bien:
X1t =G+ 011 X10—1 + d12X0 11 + vy,
Xot = Qo+ 921 X141 + P22 Xo 1 + uz.

de las cuales ¢12 denota la dependencia lineal que tiene Xi; sobre Xs; 1 en presencia de
X1,4—1. Note que en el caso de que ¢12 = 0, Xy; no depende de Xs;_1 y el modelo indica
que Xi¢ sélo depende de su valor previo con intensidad ¢1;. Lo anterior es similar para cuando
¢21 = 0. Adicionalmente, si ¢15 = o1 = 0, entonces las series X1; y Xo¢ estdn desacopladas, en
cambio, si ¢12 y ¢21 son diferentes de cero se retroalimentan. La relacién actual entre Xq; y Xo¢
es cuantificada través de las entradas que estdn fuera de la diagonal principal de X, asi que
si 012 = 0, no existe relacién lineal alguna entre Xi; y Xo;. Suponga que el modelo subyacente
VAR(1) bivariado es estacionario, observe que el vector de medias de X; es:

32



3.2. SIMULACION DE DATOS AUTOCORRELACIONADOS

p=E{X;},
= E{C + DX, 1+ ut} s
=E{¢} + PE{X;1} + E{u},
y puesto que E { X} es constante respecto al tiempo,

p=E{X;}=(+®p=(1,-®)'¢, (3.5)

siempre que (I — ®)~! exista. Vea que si ¢ = (I — ®)pu, la expresién en (3.4) puede escribirse
como:
Xt =K -+ ‘I’(Xt_l - [,l,) + Uy (36)

La matriz de varianzas y covarianzas de Xy, denotada por I'(0), estd dada por:
L(0) =E{(X; - p)(X; — )"}, (3.7)
que haciendo uso de ciertos resultados puntuales se tiene que:
ro) =r-1)e’+x2,,
=T}y " + =,
= {roe’} o7 +x,
=oT(0)®" + 2, (3.8)

Las expresiones (3.5), (3.6) y (3.8) son relativamente sencillas de extender al caso de un modelo
VAR de orden k estacionario. Los detalles de desarrollo se pueden consultar en Box et al. (2015).
Algunas otras propiedades de relevancia general son Cov(Xy, uy) = 3, Cov(X;_g, ut) = 0, para
¢ > 0 y adicionalmente, la matriz de varianzas y covarianzas cruzadas en el retraso £ de X; es:

D(0) =& T —1)+--+ &L — k), 0> 0. (3.9)

3.2. Simulacion de datos autocorrelacionados

Por lo que se ha mencionado, las tres componentes que se requieren para generar observaciones
multivariadas con autocorrelacion conocida son el vector de medias del proceso, la matriz de
coeficientes autorregresivos y la matriz de varianzas y covarianzas de los residuos. Un esquema
de simulacién bésico para dos variables con distribucién Normal bivariada derivado de un modelo
VAR(1) puede ser el integrado por los siguientes elementos:

“:[g]"ﬁ:[o(ﬁ o?s]yz“:[é(”’ (3.10)

de donde u; ~ N?(02,%,). Los datos se generan en el paquete estadistico R (R Core Team,
2018) baséndose en la expresién 3.6. Para simular observaciones bivariadas pseudo-aleatorias con
distribucién Normal se usé la rutina mvrnorm que forma parte de la biblioteca mvtnorm (Genz
et al., 2019). El programa puede consultarse en Anexos cédigo 2. Con base en este programa,
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se generaron n = T = 500 observaciones cuyo comportamiento grafico se aprecia en la Figura
3.1. Observe que la tendencia de las dos series no sugiere la presencia de patrones no estaciona-
rios y sus medias parecen fluctuar alrededor de las medias establecidas. La estacionariedad, de
hecho, es determinada desde que se plantea a la matriz ® como una matriz diagonal, pues los
valores caracteristicas de matrices diagonales son precisamente los valores de la diagonal prin-
cipal. Existen herramientas graficas y pruebas de hipdtesis de raices unitarias con las que se
puede verificar esta suposicion, entre otras, la prueba de Dickey-Fuller aumentada y la prueba
de Kwiatkowski-Phillips-Schmidt-Shin, véase Zivot y Wang (2006).
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F1GurA 3.1: Simulacién de datos autocorrelacionados a partir de un modelo bivariado VAR(1).

Un diagnostico de las funciones de autocorrelacién y de autocorrelacién parcial por variable
puede ayudar a detectar, por un lado, la conducta estacionaria de las series y, por otro, que los
datos proceden de un proceso autorregresivo de orden uno, ademas, si se ha inducido en las series
de tiempo el grado de autocorrelacién especificado en ®. De esta manera se puede observar que
cuando la funciéon de autocorrelacién decrece relativamente rapido es evidencia de que la serie
es estacionaria, asimismo, como la funcién de autocorrelacién decrece rapidamente y la funcién
de autocorrelacién parcial desaparece tras el primer retardo, entonces se tiene evidencia de que
la serie proviene de un proceso autorregresivo de orden uno. Mas aidn, el valor observado de la
autocorrelacién en el primer retraso de ambas funciones se aproxima con el que se ha fijado en
la diagonal de ®.

La Figura 3.2 muestra la funciéon de autocorrelacién y la funciéon de autocorrelaciéon parcial de
las variables simuladas, se puede notar que en ambas variables la estructura de autocorrelacién
decae prontamente y la autocorrelacion parcial se volatiliza después del primer retraso. También
es evidente que los valores de ¢11 y ¢22 son respaldados por el resultado de la simulacién. Una
prueba de hipdtesis inmediata que permite averiguar cuando menos la existencia o no de autoco-
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rrelacién univariadamente es la prueba de Box-Pierce. Igualmente, un modo natural de percibir
la autocorrelacién por variable es gréficando los valores de X1; contra X1 -1y Xot contra Xo4_1,
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FiGurA 3.2: Autocorrelograma y autocorrelagrama parcial de los datos simulados.

véase la Figura 3.3. Para finalizar la autentificacion de las caracteristicas adheridas en la genera-
cion de los datos, es posible crear una grafica multivariada Q-Q con la que se sostenga el supuesto
de normalidad bivariada. La Figura 3.4(a) da evidencia de que, a partir de la grifica senalada,
las observaciones si tienen la distribucién deseada. Note que los histogramas univariados también
aportan informacién en beneficio de la normalidad y de las medias precisadas en (3.10), véase la
Figura 3.4(b). A fin de dilucidar un poco el impacto de la autocorrelacién, considere el ejemplo

expuesto en (3.10) pero ahora con las variantes:
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FicurA 3.3: Representacién visual de autocorrelacion.
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(a) Gréfica multivariada Q-Q. (b) Histogramas de X1: y Xo.
F1GURA 3.4: Resumen distribucional de los datos simulados.

Haciendo uso de las pruebas graficas exhibidas en las Figuras 3.2, 3.3 y 3.4, los hallazgos de las
simulaciones, con base en las matrices ® de (3.11), conducen de nuevo a las conclusiones obtenidas
previamiente y se reafirma que a través del modelo VAR estacionario se tiene suficiente control
cuando de disenar datos bivariados autocorrelacionados normales se trata (vedse las Figuras 3.5
y 3.6).

3.3. Estudio de simulacion Monte Carlo

Descrito el método que se sigue para la generaciéon de los datos, se procede ahora a delinear
el procedimiento propuesto, via simulacién Monte Carlo, con objeto de efectuar y validar la
comparacién de los sistemas de control de interés bajo condiciones de no normalidad y presencia
autocorrelacién.

3.3.1. Condiciones generales de simulacién
Criterio de comparacion.

El criterio que se utiliza en este trabajo para evaluar el eficiencia de las graficas de control y
compararlas asimismo, es el ARL, tanto en control como fuera de control, en ambos casos éste
es calculado por medio de simulacién Monte Carlo. Para volver comparables a las cartas T2,
MEWMA, MCUSUM y 7, se sujeto su desempeno a la obtencion de un valor nominal de ARLg ~ 370
bajo la suposicién de normalidad e independencia.

Tamano de muestra.

El ntimero de datos que se emplea durante la simulacion del proceso, que por practicidad es de
indole bivariado, es nqy = 1500 y no = 3000 para la fase 1 y 1I, respectivamente. Lo anterior se
debe a que con nq > 1000 el sistema de monitoreo T2 reporta aproximaciones relativamente mas
cerca del ARLg deseado. Al respecto, Vanhatalo y Kulahci (2015) sugieren que con cantidades in-
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cluso de n; = 500, la carta T? ya exhibe valores del ARLy que pueden juzgarse cercanos del ARL
esperado.

Limites de control.

En funcién del ARLy nominal, note que las cartas T2 y r se construyen con una proporcién de
falsas alarmas a = 0.0027 y correspondientemente con limites de control:

LCS=11.89 y LCI=0.0027. (3.12)

En lo concerniente a la carta MEWMA, por simplicidad y sin perder generalidad, se supone
que las dos variables del proceso tienen asociado el mismo parametro de memoria A = 0.1, asi,
el limite de control que atane al ARLy senalado es (Lee y Khoo, 2006b):

Hvewna = 10.08. (3.13)

Similarmente, la constante k de la grafica MCUSUM se fij6 en 0.5, tipicamente el més prepon-
derante en las aplicaciones, y su limite de control se seleccioné apropiadamente en (Lee y Khoo,
2006a):

Hycusum = 6.213. (3.14)

3.3.2. Delimitaciones

En este apartado se mencionan los factores de estudio que delimitan la cantidad de casos posi-
bles a simular. Estos factores estan relacionados con los pardmetros que subyacen en el modelo
estacionario VAR(1), véase la expresion (3.6).

Proceso en control.

Como en la mayoria de otras investigaciones, el vector de medias del modelo VAR(1) que representa
al proceso en control se establecié en:

0
Proceso fuera de control.

Para simular al proceso fuera de control se ejecutan cuatro diferentes escenarios de cambio en el
vector de medias o, cuyas intensidades se miden por el parametro de no centralidad A indicado en
la expresion (2.22). Los valores de A que se consideran para analizar la sensibilidad de las graficas
de control son semejantes a los que Kim et al. (2012) catalogan como pequetios (0.25, 0.50), me-
dios (2) y grandes (3), en cada caso los cambios se anaden a las variables con la misma magnitud.

Autocorrelacion.

Con el propédsito de distinguir el efecto que tiene la autocorrelacion en los datos, se sugirié que
® fuera de la forma:

| 11 O
$ = [ S } , (3.16)

donde los casos de interés resultan de combinar los valores de ¢11 y ¢929 para niveles de
autocorrelacién: nula, baja (0.33), regular (0.63), alta (0.93) y negativa (—0.50).
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Matriz de varianzas y covarianzas 2.

Se decidi6 valorar la relacién que hay entre las variables en términos de 32, mediante las dos

especificaciones:
10 1 09
S . o

Distribucion probabilistica de ;.

A fin de examinar el comportamiento de los diagramas de control ante la falta del supuesto de
normalidad en observaciones calificadamente autocorrelacionadas, se propuso asignar en el ruido
blanco a las distribuciones ¢ de Student y Gamma bivariadas (t-BV y GBV) tal y como las definen
Stoumbos y Sullivan (2002) y que se recomienda preferemente que el lector consulte o revise
para mayores detalles en, por ejemplo, Kotz et al. (2004) y Kotz y Nadarajah (2000). La eleccién
de estas tres distribuciones se realiza con la intencién de construir un entorno distribucional
diverso del caso trivial (Normal), esto es, con colas pesadas y sesgado, mds no por contar con
esas distribuciones en especial. A razén de Stoumbos y Sullivan (2002), la distribucién Gamma
bivariada puede conceptualizarse como la mitad de las entradas diagonales de una matriz que
sigue una distribucion de Wishart. Esta tltima se concibe generalmente como una extension
multivariada de la distribucién univariada Ji-cuadrada. Tenga en cuenta que si ¥, es la matriz
de varianzas y covarianzas asociada a la distribucién normal del ruido blanco, entonces la matriz
de varianzas y covarianzas en el caso de la ¢-Bv se obtiene como:

_v—2

Et(v) Y, (318)

v

en donde v es un escalar que representa los grados de libertad de la distribucién ¢-Bv. En lo
que toca a la distribucién GBV, los elementos ij-ésimos v;; de la matriz de varianzas y covarianzas,
denotada por Xy ), estan dados por:

20’1"
ij = 2, (3.19)

14

siendo o;; el ¢j-ésimo elemento de la matriz 3, y v el pardmetro de forma de la distribucién
GBV. Boone (2010) mostré con la ayuda de simulacién que cuando los valores de v y v tienden a
ser mas grandes, la conducta distribucional de los datos, con o sin estructura de autocorrelacion,
se aproxima al proceder de la distribucién Normal bivariada. Habiendo referido esto, el presente
estudio se vale de las distribuciones t-BV y GBV usando v = 3,6,20 y v = 1, 16.

Considere por ejemplo que se generan 500 observaciones bivariadas normales autocorrelacio-
nadas de la mano de las componentes:

“:[z]’ @:[062 0(.)8] Y 2“:[(1)(1)] (3.20)

Suponga que v = 3 y v = 4, entonces las matrices de varianzas y covarianzas de las distribu-
ciones t-BV y GBV vienen a ser:
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033 0 0.71 0 } (3.21)

2“3):{ 0 0.33] Y EW(‘*):[ 0 071

Basandose en los elementos expuestos en (3.20) y en las matrices de (3.21), se constituye ya un
esquema de simulacién viable para producir 500 datos bivariados de la distribucién ¢ y Gamma
equiparables con el caso Normal. La simulacién de estos dichos datos se lleva a cabo nuevamente
en el ambiente de trabajo R (R Core Team, 2018) de manera andloga a como se generaron
en el caso Normal. Para producir los datos pseudo-aleatorios bivariados con distribucién ¢ de
Student y Gamma se han aprovechado los recursos que R dispone a través de las rutinas rmvt
y rwishart, respectivamente. La primera se encuentra en la biblioteca mvtnorm (Genz et al.,
2019) y la siguiente en bayesm (Rossi, 2019). En Anexos c6digo 2 se localizan los programss para
su consulta. Los resultados de la simulaciéon que se muestran en las Figuras 3.7 y 3.8, apuntan
a que no hay evidencia alguna para dudar, al menos visualmente, de que los datos plasman los
atributos que se esperan para evaluar eficazmente el rendimiento de las cartas de control.

3.3.3. El algoritmo

Una vez determinada la distribucién relacionada con el ruido blanco, la combinacién de coefi-
cientes autorregresivos en ® y la magnitud de cambio é asociada al pardmetro de no centralidad,
las actividades que desarrolla el algoritmo propuesto son:

(1) Fase 1 de referencia del proceso: Genere n; = 1500 datos bivariados autocorrelacionados
con media pug = 0 y estime el vector de medias y la matriz de varianzas y covarianzas de
los datos a partir de la expresién en (2.8).

(2) Fase 11 de monitoreo del proceso: Genere ny = 3000 datos bivariados autocorrelacionados
con media u1 = o + 6. Cuando d = 0 el proceso se mantiene en control.

(3) Implemente los cuatro sistemas de monitoreo con las estimaciones calculadas en el paso (1)
y los limites de control sefialados en las expresiones (3.12), (3.13) y (3.14).

(4) Para cada grafica de control, cuantifique el nimero de puntos que estdn en control hasta
antes de encontrar un punto fuera, es decir, obtenga sus longitudes de corrida. Si no se
exhiben senales de fuera de control, la longitud de corrida en ese caso se restringe al valor
de no = 3000.

(5) Repita B = 1000 veces los pasos (1) — (4) y almacene las 1000 longitudes de corrida por
diagrama de control.

(6) Sean RL(M, RL®) ... RL10) as longitudes de corrida derivadas en el paso (5), entonces
estime, indistintamente de la carta de control, el ARL de la forma:

B
1 .
ARL ~ — Y RL®, 3.22
5 ;:1 (3.22)

Finalmente, un aspecto importante que debe aclararse es el enfoque en el que esta disertacién
basa la operabilidad de los métodos de control, el cual reincide en el marco de parametros
estimados que ignoran el impacto de la presencia de autocorrelacion. Esto produce diferencias
sustanciales con la mayoria de otras investigaciones que implementan cartas de control confiadas
en el conocimiento de los parametros, es decir, en el vector de medias p y la matriz de varianzas y
covarianzas verdadera I'(0), o bien con enfoques que merman el problema de la autocorrelacion.
Sin embargo, debido a que con frecuencia estos enfoques son poco pragmaticos y los parametros
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FiGurA 3.7: Resumen grafico de datos autocorrelacionados simulados con distribucion Gamma
bivariada.
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se desconocen, se insiste en contemplar a los estimadores mostrados en la expresién (2.8). No
obstante, es de subrayar que la manipulacién del pardmetro de no centralidad con el que se
cuantifica la magnitud de cambio si necesité de I'(0). La expresion de esta matriz aludida en
(3.8) puede no ser a simple vista tan sencilla de manejar, pero puede deducirse mas ficilmente
aplicando el siguiente resultado. Sean A, B y C matrices cuyas dimensiones hacen conformable
su multiplicaciéon. Entonces:

vec {ABC} = (CT ® A) - vec{B}, (3.23)
denotando ® el producto de Kronecker y vec la vectorizacion. Asi, para p = 2, note que:
vec {T'(0)} = vec {® T'(0) 7} + vec {Z,},
= (2@ ®") - vec {T'(0)} + vec {=,}, (3.24)
de donde se obtiene que:
vec{T'(0)} = (I, —® @ ®) ' -vec {Z,}. (3.25)
Cuando ® es una matriz diagonal y ¢11 = ¢a2 = ¢, se puede ver que:
r0) =®r0) &’ +x,,
= 0L T(0) I + Xy,
= ¢*T(0) + Zu,
= (1-¢*)7'Z.. (3.26)
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Capitulo 4

Resultados y discusion

Lo ideal al construir cartas de control para el monitoreo de un proceso, es disminuir el nimero de
falsas alarmas cuando el proceso esta en control y detectar lo méas rapidamente posible cuando el
proceso ha salido de control, por lo que los limites de control deberan ser fijados de tal manera
que para un valor razonable de falsas alarmas fijo, la mejor carta de control sea aquella que
detecte mas rapido la pérdida del estado en control del proceso. De aqui que la presentacion de
los resultados se seccione en dos principales partes, la primera incumbe en el rendimiento de los
diagramas de control cuando el proceso estd en control y la segunda cuando esté fuera de control.
Adicionalmente, se presentan separados por la distribucién de los datos. En cada contexto los
resultados se han estructurado en tablas configuradas segun el grado autocorrelacion, un panel
con los pardametros de la distribucién del ruido blanco y la magnitud de cambio inducida en el
vector de medias del proceso.

4.1. Resultados de la simulacion

4.1.1. Caso Normal

La Tabla 4.1 muestra el comportamiento en control de los cuatro sistemas de monitoreo. En la
Tabla 4.1 note que el ARLq de las cartas de control para mediciones que no estan autocorrelacio-
nadas se ubica muy cercano del valor nominal de 370. Observe que el efecto de la autocorrelacién
en la grafica T? no sugiere un incremento de la proporcién de falsas alarmas como Moraesa
et al. (2015) exponen, aqui el ARLy es sustancialmente mds grande a medida que el grado de
la autocorrelacion es més alto. El aumento del ARLy no es perjudicial, al contrario, es benéfico
y desable siempre y cuando no lesione su capacidad de deteccién de cambio. Este resultado es
congruente con lo reportado por Vanhatalo y Kulahci (2015) y se corrobora en la Tabla 4.2. Los
sistemas de monitoreo MEWMA y MCUSUM, por su parte, exhiben un decrecimiento inadmisible
del ARLg para datos con autocorrelacion positiva que produce una tasa desmesurada de falsas
alarmas. Esta condicién es inaceptable en un método de control y hace que no sea recomendable
el uso de este tipo de gréaficas en presencia de autocorrelacién positiva. En contraste, vea que si
las observaciones de las dos variables estan autocorrelacionadas en forma negativa o bien cuando
s6lo una de ellas lo esta y la otra no presenta autocorrelacion, el ARLg de las graficas MEWMA y
MCUSUM crece excesivamente. La carta no paramétrica r basada en la profundidad de Mahalano-
bis expone, al igual que el sistema de monitoreo 72, un aumento significativo en el ARLy que se
manifiesta conforme el nivel de autocorrelacion es elevado. También puede apreciarse de la Tabla
4.1 que no existen mayores incidencias en el ARLgy causadas por el nivel de correlacién instaura-
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TABLA 4.1: Valores de ARLg con observaciones normales bivariadas y diferentes grados de auto-

correlacién.

1 0 1 09

® ‘T [0 1] =109 1
b1 D2 T2 r MEWMA McuUsUM T2 r MEWMA MCUSUM
0.00 371.76 373.86 369.98 369.46  371.45 371.91 372.59 368.29
0.33 392.64 389.38 107.32 103.00  421.27 410.50 104.59 108.29
0.00 0.63 410.17 401.72 56.46 54.79 499.16 432.77 58.40 55.30
0.93 456.18 437.80 33.14 32.16 565.21  500.69 37.72 36.22
-0.50 377.55 373.35 1252.64 1247.99 432.30 426.21 625.94 624.56
0.00 390.98 385.86 104.97 99.64 418.41 406.32 107.26 105.11
0.33 397.06 387.62 57.88 57.93 437.42 427.65 61.28 60.63
0.33 0.63 415.64 406.32 32.69 31.83 503.93 483.40 39.70 36.77
0.93 495.97 483.81 26.16 26.54 574.77 522.12 35.15 32.61
-0.50 387.61 382.20 159.65 157.58  441.65 437.77 132.29 134.41
0.00 406.47 402.04 53.09 52.82 496.27 438.85 56.93 55.47
0.33 413.79 404.04 34.14 33.75 507.18 488.97 37.00 35.19
0.63 0.63 439.08 425.16 23.04 23.47 569.88 547.31 26.45 25.42
0.93 542.80 531.39 21.17 21.48 650.02 635.15 27.68 26.85
-0.50 410.72 392.72 54.56 52.42 469.98 445.36 57.99 57.70
0.00 457.34 440.20 32.85 32.18 568.38  509.30 37.44 35.59
0.33 497.84 486.47 27.13 27.65 578.78 527.13 34.23 32.78
0.93 0.63 539.54 532.01 21.61 22.15 655.45 645.10 30.13 29.09
0.93 656.01 646.66 20.08 20.70 703.57 698.40 23.82 22.55
-0.50 494.12 477.61 38.00 37.63 561.07 543.20 42.75 39.51
0.00 380.24 375.39 1259.92 1256.44 435.82 429.03 625.75 622.28
0.33 385.02 383.76  158.47 155.38  443.31 436.55  131.58 138.16
-0.50 0.63 415.60 393.71 54.03 595.31 473.54 447.49 57.98 97.17
0.93 495.58 475.69 36.35 35.99 563.92  554.76 41.06 40.60
-0.50 430.00 399.20 2970.00 3000.00 422.25 402.45 2988.64  3000.00

do en la estructura de la matriz de varianzas y covarianzas del ruido blanco, esto se debe a que,
aun cuando el valor del ARLy de los diagramas de control es un poco méas grande al considerar
Cov(uyg, uzs) = 0.9 que Cov(uyg, ugs) = 0, la tendencia de sus desempenos no sufre alteracién
alguna, es por ello que el anélisis del ARL; que se amplia en la Tabla 4.2 sélo toma en consideracién
que Cov(uys, ugs) = 0.9. Vea en la Tabla 4.2 que la sensibilidad a cambios de pequenas y medias
magnitudes, bajo independencia, es evidentemente mayor en los diagramas MEWMA y MCUSUM
que en la grafica T2, lo cual ha sido sefialado ya, por ejemplo, en Montgomery (2009). Otro
aspecto que puede visualizarse en la Tabla 4.2 suponiendo independencia, y que esta en linea con
lo marcado por Zertuche-Luis y Cantu-Sifuentes (2008), es que la potencialidad de detectar una
sefial de fuera de control en los esquemas T2 y r es muy similar excepto en cambios pequefios. Sin
embargo, como era de esperarse, la rapidez con la que las cartas de control reconocen un despla-
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iadas, diferentes grados de auto-

1var

Valores de ARL; con observaciones normales b

correlacién y magnitudes de cambio considerando Cov(uyy, uas)

TABLA 4.2

0.9.
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4.1. RESULTADOS DE LA SIMULACION

zamiento en el vector de medias a su debido tiempo se deteriora. Este dano es particularmente
a causa de altas proporciones de autocorrelacién positiva en las cartas T2 y r, mientras que en
las graficas MEWMA y MCUSUM es provocado por niveles regulares de autocorrelacion negativa.
Conviene resaltar que el rendimiento de los diagramas T2 y r para datos que manifiestan auto-
correlacién baja y regular no parece alejarse numerosamente del rendimiento ideal para cuando
se alimentan de mediciones pseudo-aleatorias en cambios de tamano medio y grande. También
es importante subrayar que si bien los sistemas MEWMA y MCUSUM detectan antes que las cartas
T? y r los cambios en la media en la mayorfa de los casos, debe tenerse en cuenta que generan
inmoderadas cantidades de falsas alarmas, asi que la sensibilidad que revelan para la deteccién de
cambios con observaciones autocorrelacionadas esta en detrimento de la tasa de falsas alarmas.
Los hallazgos de las Tablas 4.1 y 4.2 sugieren, en suma, que ninguno de los cuatro diagramas
de control examinados es del todo confiable cuando se supervisa un proceso bivariado con datos
normales autocorrelacionados.

4.1.2. Caso no Normal

Los resultados relativos al ARLy de las cartas de control implementadas con observaciones que
se distribuyen ¢-BV y GBV se proporcionan a partir de la Tabla 4.3 y 4.7, respectivamente. En
virtud de las cifras que se presentan en ambas tablas, es indudable que, sin considerar la autoco-
rrelacién, las distribuciones con colas muy pesadas, altos niveles de curtosis y sesgo representan
un verdadero desafio para el esquema paramétrico T2, ya que su ARLy baja inaceptablemente
con respecto al valor nominal, en especial para mediciones distribuidas Gamma con parametro
de forma v = 1. Esta pérdida, en cambio, resulta ser mas moderada en la grafica MEWMA que en
las cartas MCUSUM y T para datos con distribucién t-Bv. Stoumbos y Sullivan (2002) mostraron
que la efectividad del diagrama MEWMA puede llegar a ser suficientemente robusto, dependiendo
del valor del pardmetro de memoria A seleccionado, a datos que se alejan mucho la normalidad
bivariada, como la distribucién GBvV(v = 1), por lo que el resultado encontrado en este estudio
de simulacién se puede constatar con el articulo de los autores recién referidos. Por otro lado,
la grafica MCUSUM sufre una reduccién significativa en el ARLg si la violacién de la suposicién
de normalidad ocurre cuando se toman mediciones de una distribucién ¢-BvV con v = 3 grados
de libertad. Sin embargo, cuando la distribucién subyacente es GBV(r = 1), su desempeno da
indicios de cierta robustez, semejante al de la carta MEWMA. Una apreciacién que cabe mencionar
es la relacionada con la inclinacién que guarda el ARLy en ambitos no normales con el contexto
normal, observe que ARL( obtenido para observaciones que siguen las distribuciones ¢-Bv(v = 20)
y GBV(v = 16), véase las Tablas 4.5 y 4.8 respectivamente, comienza a distar menos del ARLg
asumiendo la suposicién de normalidad en los sistemas de monitoreo 72, MEWMA y MCUSUM, en
otras palabras, a medida que la distribucién se aproxima a la normalidad bivariada, la estima-
cién del ARLg se acerca al valor de ARLg deseado (Boone, 2010). Una vez anadido el efecto de la
autocorrelacién se puede ver basicamente que las cartas de control reproducen la postura tomada
en el caso de observaciones normales, esto es, el ARLq de la grafica T2 aumenta y el de las cartas
MEWMA y MCUSUM desciende gradualmente al elevar positivamente el rango de la autocorrela-
cién. Observe que esta misma conducta prevalece en el rendimiento de los cuatro diagramas de
control invariablemente del parametro de forma y de los grados de libertad contemplados en la
distribuciones GBV y t-BV, véase las Tablas 4.4, 4.5, 4.7 y 4.8.

Finalmente, era de preverse que la gréafica de control méds competitiva en medios conforma-
dos por datos independientes no normales fuese la no paramétrica. Vea que su ARLg en las tres
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4.1. RESULTADOS DE LA SIMULACION

distribuciones ¢ es ligeramente inferior pero muy cercano de 370, ademds de ser muy proximo
entre distribuciones, véase las Tablas 4.3, 4.4 y 4.5. Con mediciones pseudo-aleatorias GBV(v = 1)
y GBV(v = 16), se distingue que el ARLg decae respecto al ARLy nominal pero no radicalmente
(Tablas 4.7 y 4.8). El desempenio dentro de control de la carta basada en la profundidad de Maha-
lanobis, en condiciones de autocorrelacion y no normalidad, no parece impactar negativamente
ya que su ARLg incrementa tanto como acrecenta la autocorrelacion. Por otro lado, es interesante
notar que, con datos independientes, la rapidez para identificar puntos de fuera de control es
superior que en el resto de las cartas para casi cualquier dimensién de cambio y superior al que
se halla incluso utilizando observaciones normales, véase las Tablas 4.6 y 4.9. Ahora bien, es facil
percatarse que el efecto de la autocorrelacion en el rendimiento fuera de control de la carta r se
concreta en la erosién constante del poder de deteccion de cambios, sobre todo, al tratarse de de-

TABLA 4.3: Valores de ARLg con observaciones t-Student bivariadas y diferentes grados de auto-
correlacién (v = 3).

1 0 1 09
“ [0 1] “ 09 1 1
011 $22 T2 r MEWMA MCUSUM T2 r MEWMA MCUSUM

0.00 79.81 366.23 281.93 247.81 85.63 368.15  283.05 250.6
0.33 84.29 38143  81.78 69.09 97.38 406.34  79.46 73.69
0.00 0.63 88.05 393.52 43.02 36.75 115.38 428.39  44.37 37.63
0.93 97.93 42886  25.25 21.57 130.65 495.62  28.66 24.65
-0.50 81.05 365.73 954.53 837.07 99.93 42190 475.52 424.98
0.00 83.94 37799  79.99 66.83 96.72 402.21  81.48 71.52
0.33 85.24 379.71  44.10 38.86 101.11 423.32  46.55 41.26
033 0.63 89.23 398.03 24.91 21.35 116.48 478.50  30.16 25.02
0.93 10648 473.93 19.94 17.80 132.86 516.84  26.70 22.19
-0.50 83.21 37440 121.66 105.70  102.09 433.34  100.50 91.46
0.00 87.26 393.84 4045 35.43 114.71 434.41  43.25 37.75
0.33 88.83 395.79  26.02 22.64 117.23 484.02  28.11 23.94
0.63 0.63 94.26 416.48 17.56 15.74 131.73 541.77  20.09 17.30
0.93 116.53 520.55 16.13 14.40 150.25 628.72  21.03 18.27
-0.50 88.17 384.71  41.57 35.16 108.64 440.86  44.06 39.26
0.00 98.18 431.21  25.03 21.58 131.38 504.14  28.45 24.22
0.33 106.88 476.54  20.67 18.54 133.78 521.80  26.00 22.30
093 0.63 115.83 521.15 16.46 14.86 151.51 638.57  22.89 19.79
0.93 140.83 633.46  15.30 13.89 162.63 691.33  18.10 15.35
-0.50 106.08 467.86  28.95 25.24 129.69 537.70  32.48 26.89
0.00 81.63 367.73 960.08 84274  100.74 424.69  475.37 423.43
0.33 82.66 37593 120.76 104.22  102.47 432.14  99.96 94.01
-0.50 0.63 89.22 385.68  41.17 37.10 109.46 442.96  44.05 38.90
0.93 106.39 465.98  27.70 24.14 130.35 549.14  31.19 27.63
-0.50  92.31 391.06 2263.20 2012.21 97.60 398.38 2270.43  2041.35
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TABLA 4.4: Valores de ARLg con observaciones t-Student bivariadas y diferentes grados de auto-
correlacién (v = 6).

1 0 1 0.9
Lid 3, = 3 =
“ [0 1] “ 09 1 ]
b1 D2 T2 r MEWMA MCUSUM T2 r MEWMA MCUSUM

0.00 102.81 368.43 308.93 27781 105.13 367.79  312.65 284.9
0.33 108.58 383.73  89.61 77.45 119.55 405.95  87.76 83.77
0.00 0.63 113.43 395.88  47.14 41.20 141.66 427.97  49.01 42.78
0.93 126.16 43144  27.67 24.18 160.40 495.13  31.65 28.02
-0.50 104.41 367.92 1045.95 93841 122.68 421.48 525.25 483.15
0.00 108.13 380.26  87.65 74.92 118.74 401.81 90.00 81.31
0.33 109.81 381.99  48.33 43.56 124.13 42291  51.42 46.90
0.33 0.63 114.95 400.42  27.30 23.93 143.01 478.04  33.32 28.44
0.93 137.16 476.78  21.85 19.95 163.11 516.33  29.49 25.23
-0.50 107.19 376.65 133.31 118.49  125.33 43292 111.00 103.98
0.00 11241 396.20  44.33 39.72 140.84 433.98  47.77 42.91
0.33 11443 398.17  28.51 25.38 143.93 483.55  31.05 27.22
0.63 0.63 121.43 418.98 19.24 17.65 161.73 541.24  22.19 19.66
0.93 150.11 523.67  17.67 16.15 184.47 628.11  23.23 20.77
-0.50 113.58 387.02  45.55 39.42 133.38 440.42  48.66 44.64
0.00 126.48 433.80 27.43 24.19 161.30 503.65  31.42 27.53
0.33 137.68 479.40  22.65 20.79 164.25 521.29  28.72 25.36
0.93 0.63 149.21 524.29  18.04 16.65 186.01 637.95  25.28 22.50
0.93 18142 637.27  16.76 15.57 199.67 690.66 19.99 17.45
-0.50 136.65 470.67  31.73 28.30 159.23 537.17  35.87 30.57
0.00 105.15 369.93 1052.03 944.76 123.68 424.27 525.09 481.39
0.33 106.48 378.19 132.32 116.84  125.81 431.71 110.41 106.87
-0.50 0.63 114.93 387.99  45.11 41.59 134.39 44253  48.65 44.23
0.93 137.05 468.77  30.35 27.06 160.04 548.61  34.45 31.41
-0.50 11892 393.40 2479.94 2255.81 119.83 397.99 2507.87  2320.75

sajustes pequenos y con altos grados de autocorrelaciéon. En contraposiciéon, ocurre que para
desplazamientos de tamano medio y grande, la autocorrelaciéon baja y regular poco incide en
el ARL; del método no paramétrico asi se ejecute con datos distribuidos -BvV o ¢BV. Hay algu-
nas combinaciones de niveles de autocorrelacion en cambios pequenos que no aparentan influir
desfavorablemente en su capacidad para identificar senales de deteccién cambio, pero en la gran
cantidad de los casos asf es, por ende, la diferencia en el rendimiento del diagrama r con medi-
ciones autocorrelacionadas es obvia en los cambios de magnitudes més pequenos.
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4.1. RESULTADOS DE LA SIMULACION

TABLA 4.5: Valores de ARLg con observaciones t-Student bivariadas y diferentes grados de auto-
correlacién (v = 20).

1 0 1 09
® . [0 1] =109 1
b1 P T2 r MEWMA MCUSUM T2 r MEWMA MCUSUM
0.00 212.43 369.01 355.94 341.27  215.32 369.96 356.31 345.67
0.33 224.36 384.33 103.24 95.14 244.86 408.34 100.02 101.64
0.00 0.63 234.38 396.51 54.32 50.61 290.13 430.50 55.85 51.90
0.93 260.67 432.12 31.88 29.71 328.52  498.05 36.07 34.00
-0.50 215.74 368.50 1205.11 1152.77 251.27 423.97 598.59 586.21
0.00 223.41 380.86 100.99 92.04 243.20 404.18 102.57 98.66
0.33 226.89 382.59 55.68 53.51 254.24 425.40 58.60 56.91
0.33 0.63 237.50 401.05 31.45 29.40 292.90 480.86 37.97 34.51
0.93 283.41 477.53 25.17 24.51 334.08 519.38 33.61 30.61
-0.50 221.49 377.24 153.59 145.56 256.70 435.47 126.51 126.16
0.00 232.26 396.83 51.07 48.79 288.45 436.54 54.44 52.06
0.33 236.45 398.80 32.84 31.17 294.79 486.40 35.38 33.03
0.63 0.63 250.90 419.64 22.17 21.68 331.24 544.43 25.29 23.86
0.93 310.16 524.50 20.36 19.84 377.82 631.81 26.47 25.20
-0.50 234.69 387.63 52.49 48.42 273.17 443.02 55.46 54.16
0.00 261.33 434.49 31.60 29.72 330.36  506.62 35.81 33.41
0.33 284.47 480.15 26.10 25.54 336.41 524.36 32.74 30.77
0.93 0.63 308.30 525.11 20.79 20.46 380.97 641.71 28.81 27.30
0.93 374.85 638.27 19.31 19.12 408.94 694.73 22.78 21.17
-0.50 282.35 47141 36.56 34.76 326.12 540.34 40.88 37.09
0.00 217.27 370.52 1212.11 1160.58 253.31 426.77 598.41 584.07
0.33 220.01 378.78 152.46 143.52 257.67 434.26 125.83 129.67
-0.50 0.63 237.48 388.60 51.98 51.09 275.24 445.14 55.45 53.66
0.93 283.18 469.51 34.97 33.25 327.77 551.84 39.26 38.11
-0.50 245.71 394.02 2857.32 2771.11 245.43 400.34 2858.08 2815.77

4.1.3. Discusion de resultados

Este trabajo toma como punto de referencia el estudio hecho por Vanhatalo y Kulahci (2015),
quienes centraron su atencién en la evaluacién del rendimiento de la carta T? y otras variantes
para datos autocorrelacionados generados a través de un modelo VAR(1) bajo la suposicién de
normalidad. Los resultados que aqui se hallan son un tanto congruentes con los de estos autores.
Otra investigacion que también aplicé el mismo enfoque de estimacién de parametros para com-
parar los diagramas T2, MEWMA y MCUSUM fue la efectuada por Moraesa et al. (2015), pero a
diferencia de la presente disertacion, su procedimiento de simulacién sélo insirié la autocorrela-
cién en la segunda fase de monitoreo, es decir, verificaron el rendimiento de las graficas de control
cuando el proceso a supervisar en linea se ve perturbado por la autocorrelacion. Esto puede expli-
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das, diferentes grados de auto-

ivaria

t-Student b

correlacién y magnitudes de cambio considerando v = 3 y Cov(uy¢, ugs)

ones

Valores de ARL; con observac

TABLA 4.6
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4.1. RESULTADOS DE LA SIMULACION

TABLA 4.7: Valores de ARLg con observaciones Gamma bivariadas y diferentes grados de auto-

correlacién (v = 1).

1 0 1 09
® ‘T [0 1] =109 1
b1 2 T2 r MEWMA MCUSUM T2 r MEWMA MCUSUM
0.00 55.07 359.01 277.64 264.67 55.98 361.65 279.56 270.23
0.33 58.16 373.91 80.53 73.79 63.66  399.17 78.48 79.46
0.00 0.63 60.76 385.76 42.37 39.25 75.43  420.83 43.82 40.58
0.93 67.58 420.41 24.87 23.04 85.41  486.87 28.30 26.58
-0.50 55.93 358.52  940.01 894.02 65.33 414.45  469.66 458.27
0.00 57.92 370.54 78.77 71.38 63.23  395.11 80.48 77.12
0.33 58.82 372.22 43.43 41.50 66.10 415.85 45.98 44.49
0.33 0.63 61.57 390.18 24.53 22.80 76.15  470.06 29.79 26.98
0.93 73.47 464.59 19.63 19.01 86.86 507.71 26.37 23.93
-0.50 5742 367.02 119.81 112.89 66.74 425.69 99.26 98.63
0.00 60.21 386.07 39.84 37.84 74.99  426.74 42.71 40.70
0.33 61.30 387.99 25.62 24.18 76.64 475.48 27.76 25.82
0.63 0.63 65.04 408.27 17.29 16.81 86.12 532.20 19.84 18.65
0.93 80.41 510.28 15.88 15.38 98.23 617.62 20.77 19.70
-0.50 60.84 377.12 40.94 37.55 71.02  433.07 43.51 42.34
0.00 67.75 422.71 24.65 23.05 85.89  495.24 28.09 26.12
0.33 73.75 467.14 20.36 19.80 87.46 512.59 25.68 24.05
0.93 0.63 79.92 510.88 16.21 15.87 99.05 627.30 22.60 21.35
0.93 97.18 620.97 15.06 14.83 106.32 679.13 17.87 16.55
-0.50 73.20 458.64 28.51 26.96 84.79  528.20 32.07 28.99
0.00 56.33 360.48 945.47 900.08 65.86 417.19  469.51 456.60
0.33 57.03 368.52 118.92 111.31 66.99 424.51 98.73 101.37
-0.50 0.63 61.56 378.07 40.54 39.62 71.56 435.14 43.50 41.95
0.93 73.41 456.79 27.28 25.78 85.22  539.45 30.81 29.79
-0.50 63.70 383.35 2228.76  2149.12 63.81 391.34 2242.44  2201.25

car el porqué sus resultados apuntaron a que las cartas de control evaluadas incrementan la
proporcién de falsas alarmas ante la presencia de autocorrelacién. Poco es lo que se sabe acerca del
desempeno de las graficas MEWMA y MCUSUM para datos autocorrelacionados. Kim et al. (2012)
mostraron que la carta MCUSUM no es competente contra métodos alternativos para monitorear
observaciones autocorrelacionadas positivamente. Igualmente Boone (2010) lo corroboré para
la carta MEWMA, ya que en ambos casos la tasa de falsas alarmas crece enormemente. Debe
advertirse que estas afirmaciones se apoyaron del conocimiento de los pardmetros p y I'(0),
aunque, por lo visto en los resultados de este escrito, cuando se estiman estos parametros se
sufragan las mismas repercusiones. Un hallazgo curioso es el comportamiento de los esquemas
MEWMA y MCUSUM con mediciones que tienen inducida autocorrelacién negativa, ARL’s en control
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4.1. RESULTADOS DE LA SIMULACION

TABLA 4.8: Valores de ARLg con observaciones Gamma bivariadas y diferentes grados de auto-
correlacién (v = 16).

1 0 1 09
® ‘T [0 1] =109 1
b1 P T2 r MEWMA MCUSUM T2 r MEWMA MCUSUM
0.00 198.07 364.01 362.94 350.52  200.98 365.65 365.76 353.23
0.33 209.19 379.12 105.27 97.72 228.55 403.58  102.67 103.86
0.00 0.63 218.53 391.13 55.38 51.98 270.81 425.48 57.33 53.04
0.93 243.05 426.26 32.51 30.51 306.64 492.25 37.03 34.74
-0.50 201.16 363.51 1228.81 1184.02 234.53 419.03 614.47 599.03
0.00 208.31 375.70 102.98 94.53 227.00 399.48 105.29 100.81
0.33 211.55 37741 56.78 54.96 237.31 420.45 60.15 58.15
0.33 0.63 221.45 395.61 32.07 30.19 273.39 475.26 38.98 35.26
0.93 264.25 471.06 25.67 25.17 311.83 513.33 34.50 31.27
-0.50 206.51 372.13 156.62 149.50 239.61 430.40 129.86 128.92
0.00 216.56 391.45 52.08 50.12 269.24 431.46 55.88 53.20
0.33 220.46 393.40 33.49 32.02 275.16  480.73 36.32 33.75
0.63 0.63 233.94 413.96 22.60 22.27 309.18 538.09 25.96 24.38
0.93 289.20 517.39 20.76 20.38 352.65 624.45 27.17 25.75
-0.50 218.83 382.37 53.52 49.73 254.98 437.86 56.93 55.34
0.00 243.67 428.60 32.23 30.53 308.36  500.72 36.76 34.14
0.33 265.24 473.65 26.61 26.23 314.00 518.26 33.60 31.44
0.93 0.63 287.46 518.00 21.19 21.01 355.60 634.24 29.57 27.90
0.93 349.52 629.62 19.69 19.64 381.71 686.64 23.38 21.63
-0.50 263.26 465.03 37.27 35.70 304.40 534.05 41.96 37.90
0.00 202.59 365.50 1235.95 1192.03 236.44 421.80 614.28 596.84
0.33 205.13 373.65 155.46 147.41 240.51 429.20 129.17 132.51
-0.50 0.63 221.43 383.34 53.00 52.47 256.91 439.95 56.92 54.83
0.93 264.04 463.15 35.66 34.15 305.94 545.41 40.30 38.94
-0.50 229.10 388.69 2913.51 2846.22 229.08 395.67 2933.88  2877.36

pero con una pobre sensibilidad para reconocer desplazamientos en la media. Quizés este patrén
se deba a la afectacién que pueden causar las observaciones continuas de signos alternos en las
sumas acumuladas y en la ponderacién del valor actual con el promedio histérico. Cuando no
hay evidencia de autocorrelacion, la efectividad de la carta MEWMA ejecutada con datos que
siguen distribuciones extremadamente pesadas o muy asimétricas puede estar a la altura de su
desempernio bajo normalidad seleccionando adecuadamente el valor del parametro A. Stoumbos
y Sullivan (2002) sugieren que cantidades de A\ menores que 0.02 garantizan un recomendable
rendimiento. Para terminar, se cumplié con el intento de explorar, bajo ciertas condiciones se
simulacién, el riesgo que se corre al implementar la grafica r con mediciones autocorrelacionadas,
el cual produce, de manera general, retrasos en el tiempo que toma para localizar la inestabilidad
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iadas, diferentes grados de autoco-

1var

Valores de ARL; con observaciones Gamma b

rrelacién y magnitudes de cambio considerando v = 1y Cov(uyy, ugs)
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4.2. EJEMPLO DE APLICACION

del proceso, con especial énfasis en cambios pequenos. No obstante, se puede ver que en procesos
donde se valida el supuesto de independencia, el método no paramétrico estudiado muestra un
rendimiento competitivo cuando se viola o no la suposicion de normalidad. Desde luego que
la ventaja clave de esta carta de control es la transicién de las profundidades de los datos a
rangos que mantienen la distribucién Uniforme sin reparar demasiado en el tipo de distribucién
continua de dichos datos, sin embargo, como hace hincapié Liu (1995), mientras més cercana esté
la distribucion subyacente de la distribucion eliptica, entonces es més eficiente usar la profundidad
de Mahalanobis. De aqui que se haya visto para observaciones independientes ¢ que la gréfica r
exhibe un similar ARL dentro de control y una conservadora tasa de falsas alarmas comparado
con datos distribuidos Gamma.

4.2. Ejemplo de aplicacion

A fin de ilustrar exclusivamente la construccion de las cuatro graficas de control con datos reales,
mas no de integrar los resultados de la simulacién, en esta seccion se presenta un breve ejercicio
de aplicacién a un proceso bivariado continuo que carece del cumplimiento de los supuestos de
normalidad bivariada e independencia.

4.2.1. Descripcion de los datos

Los datos que se analizan fueron obtenidos de la tesis doctoral de Boone (2010) y provienen
de un proceso generador de energia hidroeléctrica, en el cual el agua fluye hacia una presa a
través de una tuberia que obliga a una turbina girar. Este giro brinda energia cinética que luego
se transfiere a energia eléctrica mediante un generador. Ha sido del interés de los ingenieros
del proceso monitorear la velocidad de flujo del agua (en litros por segundo) y la potencia (en
kilovatios) de dicho generador. Las variables se denotan por X; y Xs respectivamente. Estas
variables estdn tipicamente correlacionadas, ya que un mayor caudal produce una cantidad maés
grande de energia generada. Ademas, debido a que las medidas recientes de la velocidad de flujo
determinan la velocidad de flujo actual, los datos de ambas variables estdn autocorrelacionados.
Los ingenieros disponen de una pequena BDH conformada por 50 observaciones que suponen se
encuentra en estado de control, esta informacién se muestra en la Tabla 4.10 o bien graficamente
en la Figura 4.1.

TABLA 4.10: Datos histéricos del ejemplo de aplicacién.

Tiempo X3 Xy, Tiempo X3 Xy Tiempo X3 Xo Tiempo Xj X, Tiempo X3 X5
1 21.50 3.31 11 24.60 2.94 21 27.02 295 31 17.67 1.10 41 24.50 1.16

2 26.74  3.45 12 28.71  2.92 22 3243 4.15 32 23.96 3.18 42 22.00 3.45
3 30.65 4.46 13 24.69 2.03 23 27.10 3.68 33 29.10  3.50 43 2491 3.92
4 28.01 4.03 14 24.55 2.10 24 26.00 2.80 34 28.90 3.45 44 20.50 2.94
5 23.85 2.75 15 22.05 2.72 25 26.70 2.83 35 29.55 3.94 45 26.84 2.86
6 28.00 2.68 16 24.65 2.75 26 24.65 2.82 36 27.02 4.42 46 26.30  1.90
7 29.10 3.75 17 28.50 4.05 27 24.56 2.84 37 17.81 3.83 47 18.56  3.07
8 23.56 291 18 31.50 2.83 28 24.80 2.09 38 21.03 3.46 48 20.20 3.08
9 2791 3.81 19 29.18 3.10 29 28.00 3.68 39 2749 3.31 49 19.10 3.30
10 25.00 3.62 20 23.21 3.20 30 30.91 3.45 40 25.00 1.22 50 22.60 4.00
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FiGuraA 4.1: Velocidades de flujo y potencias del generador reportadas en la BDH.

Inicialmente, se probé si las mediciones de X; y X2 son o no independientes. Para ello se
utilizé el test de Box-Pierce, que establece en la hipdtesis nula, Hy, que los datos en turno se
distribuyen de forma independiente. Con un nivel de significancia o = 0.05 la hipdtesis nula se
rechazo en el par de variables. La autocorrelacion calculada para X; fue 0.25 y 0.30 para Xs. En
busca de determinar si las series son o no estacionarias, se hizo uso de la prueba de Dickey-Fuller
aumentada, que prueba la Hy de que la serie no es estacionaria. Una vez maés, con un nivel de
significancia a = 0.05, las observaciones de velocidad y potencia abogaron por el rechazo de Hy.
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FiGurA 4.2: Distribuciéon conjunta y univariada de las velocidades de flujo y potencias del

generador reportadas en la BDH.
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La distribucién de los datos bivariados visualizada en la Figura 4.2 parece indicar que no es
del todo Normal, aunque se percibe ligeramente un mayor comportamiento simétrico en las
velocidades de flujo que en las potencias. Dicho esto, se procede a alimentar los cuatros sistemas
de control, empleando X v S obtenidas de la BDH, con nuevas observaciones de X; y X, emanadas

del proceso monitoreado.

.
4.2.2. Implementacién de cartas de control
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FIGURA 4.3: Monitoreo del proceso de energia hidroeléctrica en fase 11 (aw = 0.0027).

En Anexos cédigo 1 se encuentran los programas de apoyo con los que se obtienen las es-
tadisticas de monitoreo de cada grafica de control. La Figura 4.3 es un ejemplo de lo dificil que
puede llegar a ser para un ingeniero de proceso la interpretacién del estado del proceso ante los
diferentes resultados que exhiben las cuatro cartas de control.
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Conclusiones y recomendaciones

Los resultados de la simulacién efectuada en este estudio proporcionan, en primer término, una
clara advertencia a los ingenieros de procesos que confian en los esquemas de control T2, MEW-
MA y MCUSUM, en sus versiones mds sencillas, para monitorear procesos de multiples respuestas
continuas que asumen que las suposiciones de NMV e independencia son véalidas, aun cuando no
existe evidencia suficiente para determinar que los datos pueden considerarse independientes y
normales.

La calibracién de los cuatro métodos de control en circunstancias de normalidad y autocorre-
lacién, expone un rendimiento bajo control que se degrada sustancialmente por el aumento de la
proporcién de falsas alarmas en las graficas con memoria y una disminucién significativa de esta
proporcién para las cartas 72 y r, sin embargo, en éstas dos tltimas decrecen su capacidad no-
minal de detecciéon de cambio para altas cantidades de autocorrelacion. La violacion del supuesto
de normalidad e independencia conduce a una excesiva sensibilidad de las graficas paramétricas
que se refleja con la presencia de muchas falsas alarmas. La carta r, en contraste, no aparenta
ser una mala opcién. Es altamente competente para situaciones deseables de normalidad e in-
dependencia. Cuando no se puede sostener la independencia entre observaciones normales o no,
se encontré que capta los cambios medios de forma rapida y que resulta ser especialmente mas
efectiva, que el resto de los métodos de control, para cambios grandes en datos bivariados que
tienen baja y regular autocorrelacién.

Lo anterior sugiere, razonablemente, concluir que hay mas trabajo por indagar y desarrollar
en el campo de sistemas de monitoreo no paramétricos para mediciones no independientes bajo
el enfoque de medidas de profundidad. Asimismo, se extiende una vertiente de investigacién que
podria iniciarse examinando algunas de las brechas que este trabajo no alcanzé a cubrir y, que
en su lugar, se brindan a continuacién como areas de oportunidad:

= Este estudio sélo considerd el caso bivariado con fines préacticos, pero las propiedades de
rendimiento y robustez de estas graficas pueden ser ligeramente diferentes para datos de
dimensiones mas grandes, asi que se recomienda ampliarlo, por ejemplo, al caso de tres y
cinco variables.

= Usar matrices ® con elementos distintos de cero fuera de la diagonal principal, con la
precaucion de que los valores caracteristicos de esta matriz sean menores que uno en valor
absoluto. Adicionalmente, colocar cifras negativas bajas, regulares y altas en los elementos
de la diagonal principal.
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La simulacion del proceso fuera de control en este trabajo se realizé desplazando las medias
en ambas variables con la misma dimensién. Una situacion maés realista puede ser gene-
rando cambios en una sola variable y cambios en ambas pero alternando la magnitud del
desplazamiento.

Incorporar, en un marco comparativo establecido por ARL’s, procedimientos de monitoreo
que ya mitigan la falta de algunos de los supuestos y valorar su robustez con respecto
al otro, por ejemplo, la carta T2 basada en bootstrap que mejora su desempefio ante la
ausencia de normalidad (Kim et al., 2011), cartas de control combinadas con técnicas de
mineria de datos resarcen el dafio de la autocorrelacién (Kim et al., 2012) y el diagrama de
control Z que también es bastante insensible a la presencia de autocorrelacién (Kalgonda
y Kulkarni, 2004).

Inducir otras formas distribucionales en el vector del ruido blanco del modelo VAR, tales
como las distribuciones multivariadas Uniforme, Beta, Lognormal y Normal asimétrica.
Algunas de éstas han sido consideradas para datos independientes en los articulos de Nid-
sunkid et al. (2018) y Kim et al. (2011).

Evaluar la sensibilidad del esquema de control r perturbando conjuntamente el vector de
medias y la matriz de varianzas y covarianzas de procesos que presentan o no autocorrela-
cion.

Es posible que alguna clase de ajuste necesiten los limites de control de la grafica r para
mejorar la rapidez con la que identifica nominalmente senales de deteccion de cambios
pequenos, ;Cémo ajustar adecuadamente los limites de control de la carta r basada en la
profundidad de Mahalanobis para datos autocorrelacionados? es otra importante pregunta
que inviste toda una investigacién a seguir.
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Anexos

Codigos en R

Finalmente, en este apéndice se exponen las rutinas disenadas en R que fueron de apoyo durante
el estudio de simulacién.

Cédigo 1: Estadisticas de monitoreo.

# Suponga que tiene ya una BDH (datos.hist) y que va supervisar las
# actuales observaciones del proceso (datos.act).

# Rutina que calcula la estadistica T2 de Hotelling con pardmetros estimados
# para monitorear un proceso bivariado en fase II.

Hotelling.f2 <- function(datos.hist, datos.act){
medias.hist <- colMeans(datos.hist)
cov.hist <- cov(datos.hist)
inv.cov.hist <- solve(cov.hist)
T.Hotelling <- matrix(, nrow(datos.act), 1)
for (i in 1:nrow(datos.act)){

T.Hotelling[i,] <- t(as.matrix(datos.act[i,]-
medias.hist))%*%inv.cov.hist%*%
as.matrix(datos.act[i,]-medias.hist)

}
return(T.Hotelling)

# Obtencidén del LCS de la carta T2 de Hotelling. Sea n
# el nimero de observaciones, p la cantidad de variables
# y alpha la tasa de falsas alarmas:

LCS.Hotelling <- function(n, p, alpha){
cuantil.F <- gf(alpha, p, n-p, lower.tail=F)
LCS <- ((px(n+1)*(n-1))/(n*(n-p)))*cuantil.F
return(LCS)

# Rutina que calcula la estadistica de clasificacién de rangos con
# parametros estimados para monitorear un proceso bivariado en fase II.

# Obtenga primero las profundidades de Mahalanobis de la BDH:
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Cédigo 1: Estadisticas de monitoreo (continuacién).

PM.hist <- function(datos.hist){
medias.hist <- colMeans(datos.hist)
cov.hist <- cov(datos.hist)
inv.cov.hist <- solve(cov.hist)
Prof.Mah.hist <- matrix(0, nrow(datos.hist), 1)
for (i in 1:nrow(datos.hist)){

Prof .Mah.hist[i,] <- 1/(1 + t(as.matrix(datos.hist[i,]-
medias.hist))*)inv.cov.hist¥%*%
as.matrix(datos.hist[i,]-medias.hist))

}
return(Prof .Mah.hist)

# Obtenga las profundidades de los nuevos datos utilizando las estimaciones
# de la BDH:

PM.act <- function(datos.hist, datos.act){
medias.hist <- colMeans(datos.hist)
cov.hist <- cov(datos.hist)
inv.cov.hist <- solve(cov.hist)
Prof .Mah.act <- matrix(0, nrow(datos.act), 1)
for (i in 1:nrow(datos.act)){

Prof .Mah.act[i,] <- 1/(1 + t(as.matrix(datos.act[i,]-
medias.hist))*)%inv.cov.hist%x%
as.matrix(datos.act[i,]-medias.hist))

}

return(Prof .Mah.act)

# Obtenga la estadistica r:

CR <- function(PM.hist, PM.act){
PM.hist.ord <- sort(PM.hist)
Clas.rangos <- matrix(, nrow(PM.act), 1)
for (i in 1:nrow(PM.act)){
Clas.rangos[i,] <- sum((PM.hist.ord <= PM.act[i,]))/(nrow(PM.hist) + 1)
}

return(Clas.rangos)

# Obtenga el LCI de la carta no paramétrica:

LCI.CR <- function(alpha){
LCI <- alpha
return(LCI)

# Rutina para calcular la estadistica T2 de la carta MEWMA con la
# estimacidén de la matriz de varianzas y covarianzas de la BDH:

mewma.c <- function(datos.act, lambda, Sigma.est){
auxl <- matrix(0, nrow(datos.act)-1, ncol(datos.act))
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Cédigo 1: Estadisticas de monitoreo (continuacién).

Z0 <- rep(0, ncol(datos.act))
Z1 <- lambdax*datos.act[1,]
Z <- rbind(Z0,Z1,auxl)
for (i in 3:nrow(Z)){
Z[i,] <- lambda*datos.act[i-1,] + (1 - lambda)*Z[i-1,]
+
Z <- Z2[-1,]
T2 <- matrix(0, nrow(datos.act), 1)
for (i in 1l:nrow(Z)){
SigmaZ <- (lambda/(2-lambda))*(1-(1-lambda)”(2*1i))*Sigma.est
T2[1,] <= t(Z[1,1)%*%solve(SigmaZ)%*%Z[i,]
¥
return(T2)

# Rutina para calcular la estadistica Y de la carta MCUSUM con la
# estimacidén de la matriz de varianzas y covarianzas de la BDH:

mcusum.c <- function(datos.act, k, a, Sigma.est){
k <- k
a <- a
St <- matrix(0, nrow(datos.act)+1, ncol(datos.act))
Ct <- matrix(0, nrow(datos.act)+1,1)
for (i in 2:nrow(Ct)){
auxl <- St[i-1,] + datos.act[i-1,] - a
aux2 <- t(t(auxl))
Ctl[i,] <- (auxl¥*)solve(Sigma.est)%*%haux2) " (1/2)
if (Ctli,] > ®{
Stli,] <- auxil*(1 - (k/Ct[i,]))
} else {
Stl[i,] <- ¢(0,0)
}
+
St <- St[-1,]
Yt <- matrix(0,nrow(datos.act),1)
for (i in 1:nrow(datos.act)){
Yt[i,] <= (t£(Stl[i,])%*%solve(Sigma.est)%x%St[1i,]1)"(1/2)
+
return(Yt)

Cédigo 2: Simulacién de datos autocorrelacionados.

# Caso: Distribucién Normal bivariada. Sea n el numero de datos, p el numero de
# variables, mu.vector el vector de medias de los datos, sigma.res la matriz

# de varianzas y covarianzas del ruido blanco y phi.amtriz la matriz con los

# coeficientes de autocorrelacidn:

library (MASS)
nrmvnorm <- function(n, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz){
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Cédigo 2: Simulacién de datos autocorrelacionados (continuacién).

res.matriz <- mvrnorm(n = n, mu=c(0,0), Sigma=sigma.res)
datos <- matrix(0, n, p)
datos[1,] <- mu.vector + res.matriz[1,]
for (i in 2:n){
datos[i,] <- mu.vector + phi.matrizy+’(datos[i-1,] - mu.vector)
+ res.matrizl[i,]

3

return(datos)
b
# Caso: Distribucidén t bivariada. Sea n el nimero de datos, p el nimero de
# variables, mu.vector el vector de medias de los datos, sigma.res la matriz
# de varianzas y covarianzas del ruido blanco, phi.amtriz la matriz con los
# coeficientes de autocorrelacién y gl el pardmetro de los grados de libertad
# de la distribucidén t:

library (mvtnorm)
nrmvt <- function(n, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz, gl){
sigma.t <- ((gl-2)/gl)*sigma.res
res.matriz <- rmvt(n=n, sigma=sigma.res, df=gl)
datos <- matrix(0, n, p)
datos[1,] <- mu.vector + res.matriz[1,]
for (i in 2:n){
datos[i,] <- mu.vector + phi.matrizj%*J(datos[i-1,] - mu.vector)
+ res.matriz[i,]

I
return(datos)
}
# Caso: Distribucién Gamma bivariada. Sea n el numero de datos, p el numero de
# variables, mu.vector el vector de medias de los datos, sigma.res la matriz
# de varianzas y covarianzas del ruido blanco, phi.amtriz la matriz con los
# coeficientes de autocorrelacién y nu el parametro de forma de la distribucién
# Gamma:
library(bayesm)

# Los datos Gamma pseudo-aleatorios se generan de acuerdo a como los definen
# Stoumbus y Sullivan(2002):

wishrand <- function (n,nu,sig) {
w <- matrix(0,n,2)
for(i in 1:n) {
r <- rwishart(nu,sig)$W
wli,] <= c(0.5%r[1,1],0.5%r[2,2])
}
return (w)

}

nrmvg <- function(n, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz, nu){
sigma.g <- sqrt((2*sigma.res)/nu)
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Cédigo 2: Simulacién de datos autocorrelacionados (continuacién).

# Observacién: Para que la media del ruido blanco sea cero le restamos
# a los datos generados con la rutina wisrand su media

res.matriz <- wishrand(n, gl, sigma.g)
- c(0.5xglxsigma.g[1,1], 0.5*gl*sigma.g[2,2])
datos <- matrix(0, n, p)
datos[1,] <- mu.vector + res.matriz[1,]
for (i in 2:n){
datos[i,] <- mu.vector + phi.matriz%*%(datos[i-1,] - mu.vector)
+ res.matrizl[i,]
}

return(datos)

El ARL se calcula similarmente para cada distribucion, asi que sélo se presentan las rutinas en el
caso de las distribuciones Normal y ¢-Student.

Cddigo 3: Obtencién del ARL.

# Caso: Distribucioén Normal.

Rutina que obtiene las longitudes de corrida. Sea nim.sim la cantidad de
simulaciones a efectuar, nl y n2 los totales de datos de referencia y
monitoreo respectivamente. Sea mu.vector la media del proceso en control,
sigma.res la matriz de covarianzas del ruido blanco, phi.matriz la matriz con
coeficientes de autocorrelacién, lambda el pardmetro de memoria de la gréafica
MEWMA, H.MEWMA es el LCS de la carta MEWMA, k es un pardmetro de referencia
de la carta MCUSUM, H.MCUSUM es el LCS del esquema MCUSUM y cambio es la
magnitud de cambio que se aflade en la distribucién de monitoreo.

H OH H H HH HH

RL <- function(nim.sim, nl, n2, alpha, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz,
lambda, H.MEWMA, k, H.MCUSUM, cambio){

RL.T <- matrix(0, nim.sim, 1)

RL.CR <- matrix(0, num.sim, 1)

RL.MEWMA <- matrix(0, ndm.sim, 1)

RL.MCUSUM <- matrix(0, nim.sim, 1)

for (i in 1:nim.sim){
datos.hist <- nrmvnorm(nl, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz)
datos.act <- nrmvnorm(n2, p, mu.vector + cambio, sigma.res, phi.matriz)
LCS <- LCS.Hotelling(nl, p, alpha)
T2 <- Hotelling.f2(datos.hist,datos.act)
RL.T[i,] <- min(which(T2>LCS))
if (RL.T[i,] == Inf) { RL.T[i,] <- n2 }
Prof.Mah.hist <- PM.hist(datos.hist)
Prof.Mah.act <- PM.act(datos.hist, datos.act)
LCI <- LCI.CR(alpha)
ClasR <- CR(Prof.Mah.hist,Prof.Mah.act)
RL.CR[i,] <- min(which(ClasR<LCI))
if (RL.CR[i,] == Inf) { RL.CR[i,] <- n2 }
MEWMA <- mewma.c(datos.act, lambda, cov(datos.hist))
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Cédigo 3: Obtencién del ARL (continuacién).

LCS.MEWMA <- H.MEWMA
RL.MEWMA[i,] <- min(which(MEWMA>LCS.MEWMA))
if (RL.MEWMA[i,] == Inf) { RL.MEWMA[i,] <- n2 }
MCUSUM <- mcusum.c(datos.act, k, mu.vector, cov(datos.hist))
LCS.MCUSUM <- H.MCUSUM
RL.MCUSUM[i,] <- min(which(MCUSUM>LCS.MCUSUM))
if (RL.MCUSUM[i,] == Inf) { RL.MCUSUM[i,] <- n2 }
}
return(list(RLs.T = RL.T, RLs.CR = RL.CR, RLs.MEWMA = RL.MEWMA,
RLs.MCUSUM = RL.MCUSUM))

# Antes de obtener los ARLs se necesitan los valores del parametro de no
# centralidad (pnc) para producir los cambios, y la matriz de varianzas
# y covarianzas de Xt (Gamma de 0).

# Rutina para obtener Gamma de O:

gammaO <- function(Phi, Sigma){
I <- diag(nrow(Phi)"2)
t <- t(Phi)
aux <- solve(I-kronecker(Phi,t))%*%vec(Sigma)
return(vecinv (aux))

# Rutina para obtener la magnitud de cambio. S6lo puede aplicarse para
# cuando la magnitud es la misma en ambas variables.

magnitud <- function(pnc, mu0, Sigma){
auxl <- sum(solve(Sigma))
delta <- pnc/sqrt(auxl)
mag <- mu0 + delta
return(mag)

# Obtenga los ARLs. Sea pnc un vector con los valores del pardmetro
# no centralidad:

pnc <- c(0, 0.25, 0.50, 2, 3)

for (i in 1:length(pnc)){

phis <- ¢(0,0.33,0.63,0.93, -0.50)

Phill <- rep(phis, each=5); Phi22 <- rep(phis, times=5)

ARLs.T <- matrix(0,25,1)

ARLs.CR <- matrix(0,25,1)

ARLs.MEWMA <- matrix(0,25,1)

ARLs .MCUSUM <- matrix(0,25,1)

for (j in 1:25){
phi.matriz <- c(Phil1[j],Phi22[j])*diag(nim.var)
GammaO <- gammaO(phi.matriz, sigma.matriz)
mag <- magnitud(pnc[i], mu.vector, GammaO)
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Cédigo 3: Obtencién del ARL (continuacidn).

H OH H H HH HE HH

RLs <- RL(ndm.sim, ndm.obs, 3000, alpha, nim.var, mu.vector, sigma.matriz,
phi.matriz, lambda, H.MEWMA, k, H.MCUSUM, mag)

ARLs.T[j] <- mean(RLs$RLs.T)

ARLs.CR[j] <- mean(RLs$RLs.CR)

ARLs .MEWMA[j] <- mean(RLs$RLs.MEWMA)

ARLs.MCUSUM[j] <-mean(RLs$RLs.MCUSUM)
}
ARLs <- cbind(Phill, Phi22, ARLs.T, ARLs.CR, ARLs.MEWMA, ARLs.MCUSUM)
write.csv(ARLs, pasteO(i,"ARLs.csv"))

Al final los resultados se almacenan en archivos excel tipo csv.
Caso: Distribucién t.

Rutina que obtiene las longitudes de corrida. Sea nim.sim la cantidad de
simulaciones a efectuar, nl y n2 los totales de datos de referencia y
monitoreo respectivamente. Sea mu.vector la media del proceso en control,
sigma.res la matriz de covarianzas del ruido blanco, phi.matriz la matriz con
coeficientes de autocorrelacién, lambda el pardmetro de memoria de la grafica
MEWMA, H.MEWMA es el LCS de la carta MEWMA, k es un parametro de referencia
de la carta MCUSUM, H.MCUSUM es el LCS del esquema MCUSUM, gl el nimero de
gtados de libertad de la distribucién t y cambio es la magnitud de cambio

que se afiade en la distribucién de monitoreo.

RL <- function(nim.sim, nl, n2, alpha, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz,

lambda, H.MEWMA, k, H.MCUSUM, gl, cambio){
RL.T <- matrix(0, nim.sim, 1)
RL.CR <- matrix(0, nim.sim, 1)
RL.MEWMA <- matrix(0, ndm.sim, 1)
RL.MCUSUM <- matrix(0, nim.sim, 1)
for (i in 1:nim.sim){
datos.hist <- nrmvt(nl, p, mu.vector, sigma.res, phi.matriz, gl)
datos.act <- nrmvt(n2, p, mu.vector + cambio, sigma.res, phi.matriz, gl)
LCS <- LCS.Hotelling(nl, p, alpha)
T2 <- Hotelling.f2(datos.hist,datos.act)
RL.T[i,] <- min(which(T2>LCS))
if (RL.T[i,] == Inf) { RL.T[i,] <- n2 }
Prof.Mah.hist <- PM.hist(datos.hist)
Prof .Mah.act <- PM.act(datos.hist, datos.act)
LCI <- LCI.CR(alpha)
ClasR <- CR(Prof.Mah.hist,Prof.Mah.act)
RL.CR[i,] <- min(which(ClasR<LCI))
if (RL.CR[i,] == Inf) { RL.CR[i,] <- n2 }
MEWMA <- mewma.c(datos.act, lambda, cov(datos.hist))
LCS.MEWMA <- H.MEWMA
RL.MEWMA[i,] <- min(which(MEWMA>LCS.MEWMA))
if (RL.MEWMA[i,] == Inf) { RL.MEWMA[i,] <- n2 }
MCUSUM <- mcusum.c(datos.act, k, mu.vector, cov(datos.hist))
LCS.MCUSUM <- H.MCUSUM
RL.MCUSUM[i,] <- min(which(MCUSUM>LCS.MCUSUM))
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Cédigo 3: Obtencién del ARL (continuacién).

}

}

if

return(list(RLs.T = RL.T, RLs.CR = RL.CR, RLs.MEWMA = RL.MEWMA,

# Obtenga los ARLs. Sea pnc un vector con los valores del parametro
# no centralidad:

pnc <- c(0, 0.25, 0.50, 2, 3)

for (i in 1:length(pnc)){
phis <- ¢(0,0.33,0.63,0.93, -0.50)
Phill <- rep(phis, each=5); Phi22 <- rep(phis, times=5)
ARLs.T <- matrix(0,25,1)
ARLs.CR <- matrix(0,25,1)
ARLs .MEWMA <- matrix(0,25,1)
ARLs .MCUSUM <- matrix(0,25,1)
for (j in 1:25){
phi.matriz <- c(Phil1[j],Phi22[j])*diag(nim.var)
GammaO <- gammaO(phi.matriz, sigma.matriz)
mag <- magnitud(pnc[i], mu.vector, GammaO)
RLs <- RL(ntm.sim, nim.obs, 3000, alpha, nim.var, mu.vector, sigma.matriz,

ARLs
ARLs
ARLs
ARLs

ARLs <-
write.csv(ARLs, pasteO(i,"ARLs.csv"))

(RL.MCUSUM[i,] == Inf) { RL.MCUSUM[i,] <- n2 }

RLs.MCUSUM = RL.MCUSUM))

phi.matriz, lambda, H.MEWMA, k, H.MCUSUM, gl, mag)
.T[j] <- mean(RLs$RLs.T)
.CR[j] <- mean(RLs$RLs.CR)
.MEWMA[j] <- mean(RLs$RLs.MEWMA)
.MCUSUM[j] <-mean(RLs$RLs.MCUSUM)

cbind(Phill, Phi22, ARLs.T, ARLs.CR, ARLs.MEWMA, ARLs.MCUSUM)

El célculo del ARL en mediciones distrubuidas Gamma varia solamente en la rutina RL, en donde
se especifica el valor del parametro de forma v, el cual se inserta posteriormente en la rutina
nrmvg que genera los datos.
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