LA POTENCIA DE LA PRUEBA EN LOS DISENOS EXPERIMENTALES

Por Sigifredo Romero Chdavez, Edward J. Carney y Basilio Rojas

El ndmero de repeticiones que se emplea en los disefios experimentales estd {ntimamente
relacionado con la potencia de la prueba y su importancia radica en la determinacién del ndmero
de repeticiones adecuado al tamafio de las diferencias que se espera existan entre los tratamien-
tos. Esta importancia puede decirse que es de cardcter econémico debido a que, cuando se em-
plea un ndmero de repeticiones mayor que el necesario, se desperdician recursos que bien podrfan
emplearse en otra investigacién. Por otro lado, si el ndmero de repeticiones es menor que el ne-
cesario, puede llegar a concluirse que en una investigacién no hay diferencias significativas,
cuando de hecho existen, porque el experimento no tuvo la potencia de prueba necesaria. El
presente estudio esté relacionado con un tema muy amplio denominado Pruebas de Hipétesis,
el cual corresponde a una de las dos grandes ramas de la Inferencia Estadistica y en particular,
a los conceptos de la potencia de la prueba, sensibilidad y ndmero de repeticiones en el disefio
de experimentos.

Existen varios trabajos sobre la potencia de la prueba; sin embargo, no se ha
generalizado su uso en el campo de la investigacién agricola. Una de las posibles
razones es el hecho de que con las tablas y graficas existentes, el investigador,
para hacer uso de ellas, debe conocer a fondo la teorfa de las pruebas de hipétesis,
el comportamiento de las funciones de distribucién derivadas de la muestra (el
disefio), y las formas iterativas para llegar a la determinacién del ndmero de re-
peticiones adecuado a sus necesidades.

Por otra parte, en el caso de contarse con recursos limitados tanto econémi-
cos, como humanos, destinados a la investigacién, el ndmero de repeticiones toma
un papel muy importante en el disefio de cada experimento. Cuando el niimero
de repeticiones es mayor que €l necesario, podria pensarse que se estin malgas-
tando recursos que podian emplearse en otras investigaciones; cuando es mencr
que el necesario, existe la posibilidad de llegar a resultados erréneos, concluyendo
que no hay diferencias significativas entre los tratamientos, cuando en realidad
existen, y éste es el caso més desfavorable a que puede llegar una investigacién.

El objeto principal del presente trabajo es la obtencién de unas tablas que
provean directamente los grados libres del denominador en la prueba de F para
una potencia de prueba dada y permitan deducir facilmente las repeticiones ne-
cesarias en un disefio experimental, de acuerdo con el tamafio de las diferencias
que se espera detectar.

Puede decirse que las tablas objeto de este trabajo son una extensién de las
tablas de TanG (1938), con una variante que permite obtener los valores de /5 a
niveles fijos de @, 8, A y /1.

REVISION DE LITERATURA

Antecedentes sobre pruebas de hipbtesis y tablas relacionadas

Las pruebas de hipétesis como técnica estadistica han sido ampliamente dis-
cutidas desde hace tiempo por varios autores con no pocos puntos de divergencia
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(R. A. Fisher, 1935; Pearson, 1951; J. Neyman, 1938; A. Wald, 1942; S. Kolod-
ziejczyk, 1935). Sin embargo, estos investigadores han logrado unificar el criterio
en lo que se refiere a hipétesis estadisticas y a la seleccién de pruebas mas eficien-
tes o uniformemente mas poderosas. Cuando las hipétesis con las caracteristicas
mencionadas existen, su identificacién estd relacionada con el criterio de la “Re-
lacién de Verosimilitud”. ’

Otros autores han desarrollado e incluido los conceptos de la “funcién de pér-
dida” y la “funcién de riesgo” en las pruebas de hipétesis (A. Wald, 1950; E. L.
Lehman, 1959; H. Chernoff y L. E. Moses, 1959, y DD. Blackwell y M. A. Gir-
shick, 1954). '

Entre los distintos trabajos relacionados con la “potencia de la prueba” se
distingue el de P. C. Tang (1938). Este investigador tiene tabulados los valores
de P (I1), (probabilidad del error tipo II) dados los valores de 7}, f2, @ y ¢, donde

2\
= Vit
y transforma la funcién 7 no-central a una 8 no-central por medio de la variable

pl
~ (gt pF)

’

E,
donde

p: E— —_

2 2

Las graficas de Pearson y Hartley (1951), al igual que las tablas de Tang,
estan calculadas para los mismos niveles de @ v de f;. Lehmer (1944) calcul
unas tablas para ¢, que podrian considerarse como tablas inversas de Tang.
Unas tablas mas extensas que incluyen a las de Lehmer son las de Vogler, L. E.
y Norton K. A. (1957).

Las gréficas de Fox (1956) construidas a partir de las tablas de Lehmer, dan
en un plano({ /), /), las curvas sobre las cuales ¢ tiene valores constantes, dados
a'y B. Son 8 graficas para la combinacién de los valores « = 0.01 y 005y 8 =
= 0.50, 0.70, 0.80 y 0.90; ademés, dos monogramas que facilitan la interpolacién
de valores diferentes a los ya tabulados. Estas graficas se complementan con las
de Pearson y Hartley.

C. M. Thompson (1942) calcul4 las tablas de porcentajes de puntos de la fun-
cién B incompleta; a partir de estas tablas, se han calculado las tablas de I (15)
y de ¢ (14) por medio de las siguientes transformaciones:

2 (1—x) f2(1—x)
e =

esta Ultima para el caso en que f/; = 1, en donde 7 es la / de “‘student”, con f5 = f
grados de libertad. La # no-central estd tabulada en forma extensiva por Resni-
koff y Lieberman (1957). '

Por dltimo McGuire (1957), basdndose en las tablas de Tang, calculé las tablas
para la determinacién del niimero de repeticiones en los disefios en bloques al azar.
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Las tablas y graficas existentes para hacer uso del criterio de la potencia de la
prueba requieren del método iterativo para llegar a determinar el nimero de re-
peticiones adecuadas para un experimento dado. Los métodos iterativos mencio-
nados anteriormente son muy laboriosos y requieren de un conocimiento mas
completo de la teorfa de las pruebas de hipétesis.

El trabajo objeto del presente estudio estd encaminado hacia la obtencién de
unas tablas mas elaboradoras y simples en su utilizacién, que permitan hacer uso
de la potencia de la prueba con la menor cantidad de calculos. Estas tablas estan
basadas en los trabajos de Tang, y de hecho son una extensién de sus tablas, ya
que este autor fue el primero en darle el enfoque apropiado al problema de la po-
tencia de la prueba.

MATERIALES Y METODOS

El calculo de tablas del tipo de las del presente estudio se han llegado a obtener
por medio de mAquinas calculadoras de escritorio. En la actualidad, con la facili-
dad que brindan los equipos electrénicos de calculo moderno, se pueden efectuar
calculos mas ambiciosos cuyos resultados pueden obtenerse a corto plazo. En el
caso presente, se utilizé un equipo electrénico IBM modelo 360/50 instalado en
el Centro de Célculo de Towa State University, Ames, Iowa, al cual se tuvo acceso
por medio del convenio de intercambio ISU-Chapingo.

Los conceptos basicos de este trabajo pueden sintetizarse de la siguiente forma:

Una hipétesis (en todos lcs casos nos referiremos a hipétesis estadisticas) es
una suposicién del valor de uno o méas parametros de una poblacién. La prueba
de una hipbtesis se basa en los valores observados en los individuos de una mues-
tra representativa de la poblacién y consiste en determinar el criterio de prueba
para aceptar o rechazar la hipétesis.

Supongamos una muestra aleatoria de tamafio n tomada de una pcblacidn que
contienc & pardmetreos 8y, 85, .. ., Oy:

B TR T PP € §)

Si los valores observados los tomemos como coordenadas en el espacic n-di-
mensional, los valores muestrales nos fijan un punto en ese espacio que llamare-
mos E (también recibe el nombre de Punto Muestral y el espacio es el Espacio
Muestral). Si ademéas se tomara una serie de muestras de tamafio n de la misma
poblacién, el punto E cambiarfa de lugar con cada muestra, pero dentro del mis-
mo Espacio Muestral. »

Si establecemos ahora una hipétesis, por ejemplo:

H,; 6, —06 /=12 . .,k

Supongamos también que existe una regién critica que llamaremos i, tal que
si el punto E cae en esa regién, se rechaza la hipétesis Ho; de otra manera, se
acepta. Entonces, la probabilidad elemental de las variables en (1) tiene la for-
ma siguiente:

P(xl,xg, ...,xn/()l,()z, -~-:0k) =p(E//01,02, ...,0k) ..... (2)
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Para obtener la probabilidad de que el punto muestral Z caiga en una regién
dada, como «, tendria que tomarse la suma sobre todos los puntos muestrales po-
sibles contenidos en w o bien calcular la integral:

Pw)= LS, ...,./:vP(xl, Xy, ., xn) drydxe, L, dx, L. (3

Si ademas, P{w) bajo la hipétesis Ho la limitamos a un tamafio dado, por
ejemplo a, puede entonces expresarse de la siguiente forma:

Pl (x5 ..,00)w /Hol = R € 3!

A esta regién limitada al tamafio « se le llama también nivel de significacién.

El hecho de que el tamafio de w se haya fijado con anticipacién, si Ho es cier-
ta, se estara tomando una decisién equivocada en solo a de los casos, puesto que
se esta rechazando la hipétesis Ho cuando ésta es verdadera. El error que se co-
mete recibe el nombre de Error Tipo I. Una vez rechazada la hipotesis Ho, puede
probarse otra hipétesis que recibe el nombre de hipétesis alternante H,.

Puede suceder también que £ no esté incluido en w cuando la hipétesis Ho es
falsa; sin embargo, si se acepta la hipétesis Ho, se comete entonces el Error Tipo
11, cuya expresion es la siguiente:

Pl(xey, g . ) Cw/ Hy})=PAL .................... (5

Dentro de la técnica del analisis de la varianza, el criterio de prueba es la re-
lacién de varianza que da lugar a la distribucién F de Snedecor bajo la hipbtesis
Ho a la distribucién F' no-central bajo la hipétesis alternante H,. En este caso,
los errores Tipo I y II tienen una expresién méas precisa:

Pa)=JC;MuthF=a R ()

donde:

g (F, /1, /2) es la densidad de probabilidad de la funcién F de Snedecor; f} y f2 son
los grados de libertad del numerador y denominador respectivamente. Fa es el
valor de la variable en la funcién F al nivel de significacién a.

F'a
mm:/hm¢ﬁmﬁ’mm”mmmume.m

donde:
h (F', f1, /2 N) es la densidad de probabilidad de la F' no-central f; y f, tienen el
mismo significado que en (6). I« es el valor de la variable en la funcién F no-
central al nivel de significacién a.

\ es el pardmetro de no-centralidad definido por la siguiente expresién:

k
2
x:L? (=12 Lk o (®
20
donde:
B1s K2 - . -, p son los valores de los pardmetros bajo la hipétesis alternante H, v

o’ es la varianza del error experimental.
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Siempre se estara interesado en conocer el orden de magnitud de los errores que
se estd expuesto a cometer y serfa deseable que éstos fueran lo mas pequefios po-
sible. El Error Tipo I puede fijarse tan pequefio como se quiera; en cambio, el
Error Tipo IT esti fuera de esta clase de control. Esto se puede observar facil-
mente en la expresién matematica (7), ya que es funcién del Error Tipo I y del
pardmetro de no-centralidad A que estd determinado a su'vez.por la hipétesis al-
ternante H;. Sin embargo, se puede ejercer otra forma'de control de este error por
medio del control de la Potencia de la Prueba con la siguiente expresién algebrai-
ca y que es la probabilidad de rechazar la hipétesis Ho cuando es falsa:

p(m:ﬁj(p',fl,ﬁ,x)dz?’=1—P(Hj R )

Con la integracién de las funciones (6) y (9), y quedando fijcs los valores de «,
/13 \, se pueden obtener los valores de £, para valores de la Potencia de la Prueba

P (8) deseada.

CONSTRUCCION DE LAS TABLAS DE /5

HMélodos de Inlegracion

El calculo de las tablas requiere de la integracion de la 8 incompleta para ob-
tener el valor de la variable a los niveles de significancia « fijados (0.01, 0.05 y
0.10), que se usa como punto de partida para la integracién de la 8 incompleta
no-central. o ST

Entre los métodos que existen para la integracién de la 8 incompleta, H. E.
Soper (1921) asi como Comrie y Hartley (1942) han desarrollado los mas indi-
cados para los distintos rangos de los pardmetros de la funcién. Estos autores
advierten, por experiencia propia en el manejo de la 8 incompleta, que no existe
un método 1mico que cubra eficientemente todos los rangos en la obtencién de
una aproximacién adecuada en la integracién. .

Los métodos conocidos en la integraciéon de la 8 no-central son po_cbs, P. C.
Tang afiné un método para valores pequefios de /; aplicando su f6rmula de recu-
rrencia; este método puede expresarse como sigue: - '

w2

P(H):f}g(ﬁ/x) dF? L 50)

P(E?/\) = i . )\;e;x' (B%) ©/D+=1 (] 2y @221
) i (B (g A+ YT ‘

La expresion (50) puede integrarse término a término, para dar:

@

' Ne™ L, . |
P(ID =3 2 T 2((/i2) + i 122 e &y

i=o Ly
(51) es el prolucto de un término de Pciscn y una 8 incompleta.

La férmula de recurrencia es valida para valores pequefios de /5 como un valor
par entero. Sihacemos a = f1/2, b = f32 yx = F?, se tiene: '
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b-1 - . )
Ix (a+[, 17) - 1 E r(a+l) [([7) v(a+l—)) (l_x)(b_,—l)

Bla+i,6) = Tla+i+/+1) T(6—))

o sea que:

b-1 . —x
pan =y —_rathe
o [(6—i) [(a+i+1)

2@ (1—x) =D B (a4-4, a+i—1, A)

Si: El

g—ux x(a+1)

, 3, = F 1, 1A = F 2, 2, A
J(a, 8, \x) 3 (a+ 1,8+ x)+[3([3+1) (a4+2,84 x)
Haciendo:

. F(a+[)) i H . B
T = X 1— F(—, b — ¢, —N\
) TG D Fat b0 a7 ( x) (—t,a+ { x)
o sea:
Ti= 1% (@4 b— it M) Tiy + (U —2) Ty ]
lx
donde 7y = 1

1—a

Ti=(@a+b6—14+z\)

Y

de esta forma P (II) puede evaluarse como:
b—1
P (1) = ¢ M=% platb=Dh % 7y
i=o

Las integraciones necesarias en la obtencién de las tablas siguen la siguiente
secuela:
i) Integracion de la funcidén 8 central, dados /), fo ¥ «, para obtener el valor
de la variable.
i) A partir del valor obtenido en el punto anterior, dados los valores de f}, /2,
A y los rangos de 8 (0.70 < 8 < 1.00) se integra la funcién 8 no-central.
Los puntos 1) y ii), se repiten las veces que sea necesario para obtener los va-
lores de /2 que quedan dentro de los rangos fijados para 8.

UriLizacion DE LAS TABLAS DE /5

A. Potencia de la prueba y nimero de repeticiones

1. En Blogues al Azar. La Hipbtesis a probarse en un experimento de Blo-
ques al Azar, Ho: §, = 0, y = 1,2, ___, p; es decir, se supone que ninguno de los
p tratamientos tiene efectos significativos, lo cual se prueba mediante el Anélisis
de Varianza correspondiente, en donde I'= CHT/CHME, siendo fi =p—1 ¥
f2 = tr—1) (¢— 1) los grados libres del Cuadrado Medio de Tratamientos y del
Cuadrado Medio del Error, respectivamente.
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Sabemos que
rpZ 6

E(CHT) = ¢* +
p—1

yque E(CHE) = o*,

por lo tanto, la Hipétesis que se prueba con el Analisis de la Varianza,

Ho - rf
'

=0

En este caso, cuando se trata de conocer la potencia de la prueba, por medio de
una Hipétesis Alternante H), se suponen, mediante esta Hipdtesis, los efectos rea-
les que deba tener cada tratamiento, dichos valores dan origen al pardmetro de
no-centralidad A cuyo valor estd dado por la expresién:

r3(—0)?

A =
242

(62)
donde, por informacién previa, se tiene una idea por lo menos del valor de ¢°;
en la expresién (52) se conocen todos los valores, excepto r y A. Se tiene, pues, un
proceso iterativo en el uso de las tablas, el cual se inicia suponiendo un valor para
r; con este valor se calcula A y se conocen ahora los valores de /;, = (p— 1), A,

. . .y 3 .«
@, a fijado previamente, se calcula también el valor de f, = (r— 1) f}, que servira
para compararlo con los valores observados en la tabla; de aqui surgen tres alter-
nativas, que se analizan a continuacién:

i) El valor de £, calculado es menor que los valores de f, observados; esto sig-
nifica que se requiere un nimero mayor de repeticiones para tener una
potencia de prueba de por lo menos 709,. Debe entonces incrementarse
el valor de r y repetirse el proceso anterior.

i) El valor de /; calculado estd dentro del rango de los valores de f, observa-
dos en la tabla y por lo tanto puede obtenerse de inmediato la potencia
que se logra con las r repeticiones. Puede suceder que el investigador
no encuentre satisfactoria la potencia alcanzada, en cuyo caso puede au-
mentar el nimero de replicaciones y repetir el proceso iterativo.

iii) El valor de f, es mayor que los valores de f, observados, por lo tanto, el
nimero de repeticiones supuesto es mayor que el necesario y debe en-
tonces tomarse un valor menor para r y repetirse el proceso.

Ejemplo: Supdngase un experimento en Bloques al Azar donde se van a pro-
bar 5 tratamientos, de los cuales el primero sirve como testigo; se requiere saber
el nimero de repeticiones necesario para obtener una potencia de prueba del
959, como minimo, al nivel de significancia del 59 ; los valores de los tratamien-
tos bajo la Hipétesis H), son los siguientes:

11 = 4, 12 = 4.2, 13 = 4.2, 14 = 4.2 Yy /5 = 4.6.

Supdngase también que se tiene una varianza estimada de 0.020. Empezamos
ahora suponiendo un valor de » = 4, X por lo tanto es igual a:
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-, [(=0.2% + (0)° + (0)> + (0)* + (0.2)]
. 2 X 0.020

(0.08) ‘
0.04

A=8; fr=0(G—1 4—1) =12

= 2r

= r

conocemos también los valores de @ = 0.05, /; = 4, A = 8 y f, = 12. Entrandc
a la tabla correspondiente, se observan los valores de /; entre 11 y 43, por lo tan-
to, la potencia que se logra con 4 repeticiones corresponde a un valor entre el
70 y el 759, que no satisface las necesidades del experimento. Si probamos ahora
con r = 6, se tienen los siguientes valores:

=005 =4 A=12y f=(56—1)(6—1) = 20

los valores observados de f, ahora varfan entre 5 y 17 (para A = 12.5), por lo
tanto, se puede concluir que con seis repeticiones se tiene la potencia de prueba
mayor de 95%,. Posiblemente en este caso fuera necesario probar con r = 5; se
tendria entonces:

a=005 fi=4, A =10y fb=056—1)G-—-1) =16

los valores observados de f para A = 10 varfan entre 7% y 19, vemos que /> = 16
corresponde a una potencia entre 90 y 959, y, por lo tanto, quedan en definitiva
seis repeticiones.

Puede suceder también que el valor de A resulte fuera de los valores de las
tablas, en cuyo caso existen dos alternativas; la primera, si A es menor que los
valores tabulados, se requiere un mayor nimero de repeticiones; la segunda al-
ternativa, cuando X sea mayor que los valores tabulados, el ntimero de regeti-
ciones sera mayor que €l necesario.

Si se estuviera interesado en conocer la sensibilidad en experimentos pasados
de Bloques al Azar, el procedimiento seria directo, puesto que se conoce el nid-
mero de repeticiones usado, asf como los valores necesarios para hacer uso de
las tablas. ‘ _

Un caso particular de los disefios en. Bloques al Azar, se refiere a una compa-
racién entre tratamientos, la cual sabemos que se prueba contra dos veces la des-
viacién estdndar (en una prueba de £); en este caso X estd dada por:

rA?

x:
40 2

donde A% = ({;— £;)?; por otra parte, f1 =1y f» se obtiene de la misma forma
que antes.
~ St se trata de un experimento de sblo dos tratamientos, entonces:
ra? k
242

x:

‘donde A = (&4 — 1)% fi = 1l y f = (r— 1), pudiéndase utilizar las tablas como
en el caso general de Bloques al Azar.
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2. FEn Cuadro Latine. En este tipo de experimentos se tiene un valor para

Ny 26— 6’

262
H=1—1yf=({—1){{—2). Debe seguirse la misma secuela de Bloques al
Azar, y haciendo uso del mismo proceso iterativo se obtiene, en este caso, el ni-
mero de tratamientos necesarios para una potencia determinada.

3. FEn Regresién. Se presentan dos casos:

1) Regresién Lineal. La Hipédtesis a probarse en un analisis de la varianza
para regresion lineal, es Ho : 3 = B,; por otra parte, si se requiere cono-
cer la potencia de la prueba, debe suponerse que existe una diferencia
8 = 8— B,; o bien se prueba la Hipdtesis de nulidad Ho = 8 =0, y se
supone un valor bajo la Hipdtesis Alternante H; : 8 = §,; la Esperanza
del cuadrado medio correspondiente a la reduccién debida a 8, E(CHR) =
= o>+ (B—B,)?Z (2 — ®?> de tal manera que cuando B8 # B,, existe
el pardmetro de no-centralidad A, dado por la siguiente expresién:

(B—B)%Z (a;—)?

2¢°

/1 =1/, = (n—2) y de esta forma se sigue la rutina de Bloques al Azar.

ii) Regresién Lineal Multiple y Regresién Polinomial Curvilinea. Supéngase

que cada observacién Y; estd dada por la siguiente funcién:
Yi=00+01X1i+02X2i+-~'+apoi+ei [=1,2,...,n

la Hipbtesis a probarse serd pues sobre una parte de los p paradmetros,
como antes; el vector de 6, se rompe en dos vectores v, y vz en donde
v1 contiene los paradmetros en estudio y bajo la Hipétesis Ho : v, = v5 el
valor esperado de la reduccién debida a v,, en el Analisis de la Varianza
correspondiente, puede expresarse como sigue: £(CHR) = B

donde:

B = , vlflv‘i ]X'X[ , 71*}7‘1’ ]
|:—(X2 Xo) (X2 X)) (11— D —(X2 X2 (X2 X)) (1 — D)

= (v [X1 Xi—X1 X, (X, X)X, X] (m—)
de tal forma que:
nB o
)\ZW , cuando v; # 7y, fi=(p—s) y f2=(n—p)

se puede calcular entonces el valor de N e iniciar el proceso iterativo corres-

pondiente.
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CONCLUSIONES

El uso de las tablas motivo de esta investigacién presenta algunas ventajas
sobre las tablas existentes; entre ellas se pueden enumerar las siguientes:

1.—El Investigador, para hacer uso de estas tablas, no necesariaments debe
saber de las funciones de distribucién con pardmetros de no-centralidad, puesto
que la aplicacién de la férmula para X es de lo mas sencillo.

2.—La secuela iterativa puede decirse que converge rapidamente a los valores
buscados.

3.—Aun en el caso de que los valores de un experimento estén fuera del rango
de las tablas, el Investigador puede obtener una idea clara de la sensibilidad que
lograra con su experimento.

4.—Puesto que la estructura de las tablas se adapta perfectamente para la
determinacién de la sensibilidad de experimentos ya ejecutados, su uso puede
significar la reconsideracién de las conclusiones hechas, cuando la sensibilidad
resultara inadecuada.
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