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Pruebas de Bondad de Ajuste de Bootstrap para la
Distribuciéon Log-Gamma Generalizada

Eduardo Gutiérrez Gonzélez, Dr.

Colegio de Postgraduados, 2010

Este trabajo trata sobre las pruebas de bondad de ajuste para la distribucién log-gamma
generalizada. El estudio se lleva a efecto siguiendo los pasos de las pruebas bootstrap de
bondad de ajuste.

El trabajo se realiza en 4 capitulos, los dos primeros muestran un desarrollo analitico
detallado sobre la distribuciéon log-gamma y sus propiedades, mientras que en los dos ulti-
mos capitulos se hace el desarrollo por simulacién del tamano y potencia de la prueba En el
desarrollo analitico se formulan y demuestran varios resultados relacionados con la existen-
cia y unicidad de tres estimadores para el parametro de forma de la distribucién log-gamma
generalizada en su forma estdndar. Ademds se realiza un estudio analitico detallado sobre
el comportamiento asintético de los estimadores propuestos, que debido a su complejidad de
calculo no se encuentran en la literatura existente actualmente.

Con respecto a la parte de simulacién, se hace un estudio detallado con simulacién Monte
Carlo sobre las propiedades de los estimadores que fueron propuestos en el desarrollo analitico.
Por medio de la técnica bootstrap y la invarianza con respecto a una transformacion de los
pardmetros de localidad y escala, tanto de la distribucién log-gamma generalizada (al fijar el
valor del parametro de forma) como del coeficiente de correlacién, se propone una prueba de
bondad de ajuste. Para la cual se calcula, el tamano de la prueba y la potencia de la prueba
para 20 distribuciones alternativas. La parte de simulacion termina con una propuesta de una
funcion en el proyecto R para realizar las pruebas de bondad de ajuste para la distribucién
log-gamma generalizada.

Finalmente, combinando algunos desarrollos analiticos y de simulacion se realiza una
aplicacién a las cartas de control que se pueden utilizar en procesos de produccion que tienen
distribucion log-gamma generalizada, o se pueden llevar a ésta por medio de la transformacion,
Y = —-X oY =log(X), por ejemplo las distribuciones Weibull, Exponencial, Gumbel entre
otras.

Palabras clave: Distribucién log-gamma generalizada, pardametro de forma, pruebas de bon-
dad de ajuste, pruebas de bootstrap, simulacion Monte Carlo.



Goodness of Fit Tests of Bootstrap for generalized log-gamma
distribution

Eduardo Gutiérrez Gonzélez, Dr.

Colegio de Postgraduados, 2010

This paper deals with the goodness of fit tests for generalized log-gamma distribution. The
study is carried out following the traditional steps for testing hypotheses.

Then the work is done in 4 chapters, the first two show a detailed analytical development
log-gamma distribution and their property, while in the last two chapters is the development
by simulating the size and power of the test.

In the analytical development are formulated and illustrated by several results related to
the existence and uniqueness of three estimators for the shape parameter of generalized log-
gamma standard distribution. Besides performing a detailed analytical study on the asymptotic
behavior of estimators found, that due to its computational complexity not found in the
literature today.

With respect to the simulation, a detailed study is done with Monte Carlo simulation
on the properties of the estimators that were proposed in the analytical development. Using
the bootstrap technique and taking advantage of invariance with respect to location and scale
parameters of both the generalized log-gamma distribution and the correlation coefficient, we
propose a goodness of fit test. Estimated for the size of the test and the power of the test for
20 alternative distributions. The simulation part ends by proposing a role in the project to
undertake R testing goodness of fit for generalized log-gamma distribution.

Finally, some developments combining analytical and simulation is performed application
site to the control charts that can be used in production processes that have distribution of
generalized log-gamma, such as: Weibull, Exponential, Gumbel, etc..

Finally, some developments combining analytical and simulation is an application to the
control charts that can be used in production processes with generalized log-gamma distribu-
tion, or it can be carried through the transformation ¥ = —X o Y = log(X), for example the
Weibull distribution, Exponential, Gumbel and others.

Key words: Generalized log-gamma standard distribution, shape parameter, goodness of fit
tests, bootstrap test, Monte Carlo simulation.
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Introduccion

.1. Descripcion del problema

La distribucién gamma a sido ampliamente utilizada desde su aparicion, con ella se han mode-
lado problemas en el tiempo, por ejemplo los problemas de tréfico en lineas telefénicas, Erlang
(1900); los Flujos maximos, Markovic (1965); la resistencia de componentes del concreto re-
forzado, Tichy Varlietk, (1965); entre muchas otras mas.

Con esta distribucién y en el afan de obtener familias de densidades que sean més flexibles
se crea la distribucién gamma generalizada, introducida por primera vez en el trabajo de L.
Amoroso en 1925 y retomada por Stacy E.W. en 1962. Desde entonces y debido a la importancia
de la distribucion se le ve un uso potencial en el estudio de confiabilidad, ver por ejemplo los
trabajos de Cantu, Villasenior and Arnold (2001), en otras aplicaciones ver Mees and Gerard
(1984) y Ryuichi Kaneko (2003). Ademas se han hecho estudios de todos sus pardametros, ver
Boerrigter (1998), Efthymios (2005), Gomes, Combes and Dussauchoy (2008), Harter (1967),
Rao, Kantam and Narasimham (1991), Sreekumar and Thomas (2007), Stacy and Mihran
(1965), Taguchi (1980), Young and Bakir (1987), Wingo (1987), Wong (1993). Todos ellos con
diferentes enfoques, por ejemplo los tltimos trabajos presentan resultados desde un enfoque
computacional, como son los trabajos de Efthymios (2005) y Gomes (2008), mientras que otros
utilizan estadisticas de orden, ver Khan (1983) y Sreekumar (2007).

Ademas de los trabajos que han realizado varios investigadores para estimar los paramet-
ros de la distribucién gamma generalizada, también se ha trabajado la parte de inferencia de
la distribucién, ver por ejemplo DiCiccio (1987), Hager and Bain (1970), Lawless (1980), entre
otros.

Una dificultad grande en este tipo de distribuciones la constituye la estimacion del
parametro de forma y sobre el que se han hecho investigaciones para determinar sus valores,
pero resulta bastante complicado, que de hecho en algunos trabajos tinicamente se estudian
los otros dos pardmetros, ver por ejemplo Malik (1968a).

Uno de los principales problemas al estudiar la distribucién gamma generalizada reside en
la estimacién del pardmetro de forma. Asi, mediante una transformacion surge la distribucién
log-gamma generalizada, que conserva el parametro de forma, pero su soporte se amplia a todo
R. Luego, surge la distribucion log-gamma generalizada, siendo de interés el poder decidir si
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los datos de una muestra tienen un comportamiento log-gamma generalizado.

El modelo log-gamma generalizado que serd revisado en el trabajo esta dado por:

fz;:6,0,K) = Z;;S exp <(x ; 5) VE — lie(mf)/‘/g) , —00 < T < 0. (I.1.1)

en donde, £ es el parametro de localidad, o el parametro de escala y k el parametro de forma. En
1925 Amoroso plante una familia de distribuciones mas general, ver Gavin (2007), que tiene
como caso particular esta distribucién dada en su forma inicial, que bajo una transformacion
se llega a la representacién (I.1.1), los detalles se pueden ver en la seccién 1.3.

Como puede apreciarse para realizar inferencia sobre la distribucién log-gamma genera-
lizada un problema sigue siendo la estimacion del parametro de forma, luego un primer punto
para realizar la prueba de bondad de ajuste para la distribucién log-gamma generalizada
serd trabajar con los estimadores del parametro .

1.2. Objetivos
El trabajo tiene diferentes metas a desarrollar.
1.2.1. Objetivo general
Caracterizar y desarrollar inferencia estadistica para la distribucion log-gamma generalizada.
1.2.2. Objetivos especificos
= Probar la existencia de estimadores de maxima verosimilitud y momentos para el parametro

de forma de la distribuciéon LGG(0, 1, k).

= Conocer las distribuciones asintéticas de los estimadores EMV y momentos del parametro
de forma de la distribuciéon LGG(0, 1, k).

= Comprobar el insesgamiento asintotico y consistencia en ECM de los estimadores prop-
uestos para el parametro de forma de la distribucion log-gamma generalizada en su forma
estandar.

» Construir pruebas de bondad de ajuste de bootstrap para la distribucién LGG(E, o, k)
con base en los EMV y el de momentos.

= Proponer una funcién en el proyecto R, que bajo una muestra aleatoria determine si ésta
proviene de una distribucién LGG(§, 0, k) e indique los estimadores de los pardmetros.

= Aplicar los resultados obtenidos para la construccién de cartas de control con distribucién
LGG(,0,K).

1.3. Justificacion

El problema sobre la prueba de bondad de ajuste para una distribucion log-gamma genera-
lizada, no ha sido analizado, por esta razon el problema a resolver en este trabajo esta en-
caminado a proponer pruebas de bondad de ajuste para esta distribucion. Las pruebas seran
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basadas en la estadistica del coeficiente de correlacion, que ya ha sido empleada en otros tipos
de distribuciones del tipo loc-escala, ver por ejemplo Pérez (2008). Para esto se utiliza la
invarianza de las familias loc-escala, misma que cumple el coeficiente de correlacién muestral.

1.4. Alcances y limitaciones del estudio

Con las técnicas estadisticas de las pruebas de bondad de ajuste basadas en el coeficiente de
correlacion, la simulacion Monte Carlo y el método de bootstrap, se plantean metodologias
que ayudan a proponer pruebas de bondad de ajuste, en el caso de que las estadisticas de
prueba no se puedan obtener explicitamente en forma analitica. En el trabajo se analiza la
distribucién log-gamma generalizada, para la que se obtiene un estudio detallado sobre las
pruebas bootstrap basadas en los dos estimadores propuestos de forma analitica.

En el trabajo se obtienen de forma analitica los comportamientos asintéticos para los
dos estimadores propuestos.

El trabajo aunque tiene desarrollos analiticos esta limitado a la comprobacion si las
pruebas son UMP de tamano «, pero son realizadas las comprobaciones analiticas sobre la
consistencia en error cuadrado medio y el insesgamiento asintético de los estimadores, pos-
teriormente esto queda comprobado por simulacién. Ademads se comprueba que las pruebas
basadas en el coeficiente de correlacion para cada estimador son consistentes.

En el trabajo con base en los desarrollos analiticos se establecen las cartas de control
para procesos de produccion con distribucién del tipo log-gamma generalizada.

.5. Resultados esperados

Con el trabajo se espera dar respuesta a los objetivos planteados. Es decir, desarrollar y obtener
el comportamiento asintotico de los estimadores para el parametro de forma de la distribucién
log-gamma generalizada en su forma estandar. Ademéds de desarrollar las metodologias para
la prueba bootstrap con cada uno de los estimadores k propuestos.

Para la parte practica se espera programar en el proyecto R una funcién que muestre
si una muestra dada proviene de la distribucion LGG(E, 0, k) e indique los valores de los
estimadores puntuales para cada parametro. La construccion de las cartas de control para
procesos de producciéon con distribucién log-gamma generalizada o distribuciones que se pueden
transformar a ésta.

1.6. Metodologia General

La solucion al problema sera desarrollado de la siguiente forma.

Estudiar en detalle las propiedades, tanto de la funcién gamma como de la distribucion
log-gamma generalizada.

Revisar las propiedades de las funciones loc-escala.

Obtener estimadores para el parametro de forma k. Comprobar que los estimadores son
asintoticamente insesgados y consistentes en error cuadrado medio.

Obtener las distribuciones asintoticas de los estimadores.
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= Desarrollar programas en el proyecto R para la comprobacion de las propiedades es-
tadisticas de los estimadores propuestos.

= Desarrollar programas en el proyecto R para el tamano y potencia de la prueba.

= Desarrollar las cartas de control para procesos de produccion con distribuciéon log-gamma
generalizada.

I.7. Resena del estudio

El trabajo esta dividido en 4 capitulos que se desarrollan de la siguiente forma.

Capitulo 1. En esta parte del trabajo se revisan y desarrollan las propiedades de la funcién
gamma y desarrollan algunas propiedades para las distribuciones gamma generalizada
y su correspondiente distribucién log-gamma generalizada. Se analizan las familias del
tipo loc-escala y la propiedad de invarianza para este tipo de familias. Se hace énfasis
en el desarrollo de los momentos para la distribucién log-gamma generalizada, porque el
material aqui revisado juega un papel muy importante para el desarrollo de los capitulos
subsecuentes, pero en particular para el capitulo 2.

Capitulo 2. En esta parte del trabajo se efectuan desarrollos para probar la existencia y
unicidad de los estimadores del parametro x, en donde se obtienen tres estimadores. Con
los estimadores encontrados se estudia el comportamiento asintético de éstos, como son
el insesgamiento y consistencia en error cuadrado medio. Para tales efectos se requiere
estudiar los momentos de la distribucién log-gamma generalizada, tarea que no es sencilla
por lo complicado de los cédlculos. Para simplificar esto ultimo se demuestran desarrollos
generales tanto en el caso del estimador de méxima verosimilitud como el de momentos.

Capitulo 3. Ahora inicia la parte de simulacion, aqui debido a las distribuciones del tipo
analizadas, se estudia desde la generaciéon de niumeros aleatorios, calculo de cuantiles,
hasta la comprobacion de que tipo de estimadores son. Revisando la consistencia en
error cuadrado medio de los estimadores y la propiedad de insesgamiento asintético.

Capitulo 4. Después de haber revisado las propiedades de los estimadores se pasa a la revisién
de las pruebas de bondad de ajuste para ambos parametros, para esto se desarrolla
primeramente el estadistico de prueba basado en el coeficiente de correlacion, con el
que se calculan los tamanos de prueba y la potencia de la misma. Comprobando que
ambas pruebas son consistentes. Finalmente con la ayuda de los resultados obtenidos
se construyen las cartas de control para los procesos de produccién de articulos con
distribucion log-gamma generalizada.



Capitulo

Distribucion Log-gamma generalizada
y sus propiedades

1.1. Introduccidon

En el presente capitulo se revisaran las propiedades que se tienen con referencia a la familia
de funciones de densidad que son de interés para la investigacion, es decir la familia log-
gamma generalizada y por su vinculo la familia gamma generalizada, asi como las familias de
localizacion y escala.

El estudio iniciard con la funcion gamma y sus propiedades. Continuando con un bosquejo
sobre la historia de las distribuciones gamma y log-gamma generalizadas, sus parametros de
localizacion, escala y forma.

Posteriormente se revisaran las familias loc-escala y en particular la familia log-gamma
generalizada, explicando la importancia de estas familias en la simplifiacion del estudio de los
parametros de localizacion y escala, quedando tinicamente el parametro de forma.

Finalmente seran revisadas algunas estimaciones sobre los pardmetros, en donde se en-
contrara una funcién para cuantificar el coeficiente de asimetria, que sera utilizado para estimar
al parametro de forma.

Durante el estudio se daran algunos desarrollos sobre las propiedades mas importantes
de la distribucion log-gamma generalizada y la funcién gamma.

1.2. Funcién gamma

La funcion gama a jugado un papel muy importante en diferentes esferas de las ciencias desde
su aparicién cuando Leonard Euler (1707-1783) escribié una carta a Christian Goldbach (1690-
1764) en el ano 1729, en la que hacia referencia a la funcién meromorfa

1
T(z) = lim nln® . 1.2.1
() = lim nln 1195“ (1.2.1)
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Posteriormente, Adrian Marfa Legendre (1752-1833) propuso en 1814 llamar a dicha
funcién, Gamma, para ese tiempo se conocia la representacion que actualmente se usa para la

funciéon gama y fue encontrada por el mismo Euler

F(x):/ 2 lem7dz. (1.2.2)
0

Por el uso de esta funcion su estudio ha sido muy amplio, entre sus propiedades principales
se tienen las siguientes:
1).- Las funcién meromorfa I'(z) tiene en los enteros negativos los tinicos puntos de discon-
tinuidad. Esto se puede apreciar en (1.2.1) y en la figura 1.1

i I I‘(x)f\
1 1
| [ I
| 1
|I 1 : 1 84
1 I 1 I
1 1
| ! i T
1 | 1 |
| 1 1 1
1 I 1 I 1R
1 1 | 1
1 I 1 1
1 1
:\_JI : I T
1 1 I 1
| | | | 1 1 1 * ~
] ] ] T T T T T Cd
H -IB -2 Jll 1 2 3 4
1 1
1 ! 1 ! - -2
1 I 1 1
1 | 1 I
| | | ] - -4
1 I 1 I
1 ! 1 |
| 1
: 1 : 1 - -6
1 I 1 1
1 1 1 !
1 [ | [ - -8
1 ! 1 !
1 | I |
1 1 i 1

Figura 1.1: Funcién gama

2).- En general para z > 0, I'(z + 1) = zI'(2).
a).- En particular T'(1) = 1.
b).- En particular si n € N, entonces I'(n 4+ 1) = nl.
3).- Férmula del complemento de Euler I'(z)I'(1 — z) = sn(emy bara toda z € R —Z.

a).- En particular T'(1/2) = /7.

2

b).- En particular (I'(z)[(1 — z))* = (ﬁ) => ﬁ vy =T
nez n=1

L ln(n)) = 0.5772156649 . . ., llamada

xT
n—o0 m=1

4).- T(x)=<"T] %, endondey = lim | >
71 =

constante de Euler.

5).- Comportamiento asintético, I'(x) ~ v/2r2* 1/2¢7®  se obtiene de la férmula de Stirling.
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nl(z+n)

o n o0
6).- Paralas proximidades de cero, se utiliza la representacién: I'(z) = S <=2 4 [z e A dz.
n=0 1

Se obtiene de descomponer la integral de la funciéon gamma en dos, una de cero a 1y la
otra de 1 a infinito. En la primera se sustituye la exponencial por su serie de Taylor y
después se integra, la segunda no se toca.

a).-

b).-
c).-

(o) o0
> n(,(_xlln) y [ 2" 'e~*dz son finitas alrededor del cero y convergen uniformemente,
=1 1

luego se pueden intercambiar el limite cuando x — 01 y los operadores de suma y

la integral, obteniendo lim {Z G fz“f—le—zdz} = —7.
1

|
et | 2 P

Asi, en las proximidades del cero I'(z) = — 1.

La constante de Euler también se obtiene de la integral [ xexp (:U — e“”)dx = —7.

—0o0

7).- Las propiedades anteriores se cumplen si se cambian R por C.
8).- Relacién entre las funciones gama y beta (férmula de Dirichtlet): B(a, ) = Tty o

1

donde B(a, ) = [t*71(1 —t)P~1dt.

0
9).- La funcién gamma incompleta, I'(o) = v(a, ) + (e, ), para > 0. En donde,

a).-

b).-

[(a,z) = [t*te~tdt y cumple I'(a + 1,2) = al'(av, z) + 2",

x
x

Y(a,z) = [t* e tdt y cumple y(a+ 1,2) = al'(a, z) — 2% ",
0

10).- Derivadas del logaritmo natural de la funcién gama:

a).-

b).-

c).-

1.3.

dlog (F(:c))

La funcién Digamma ¢ (z) = o

o
=—y—-1+3 P Eem Se obtiene susti-
m=1
tuyendo la representacion en la propiedad (4) para la funcién gamma.
1

Cuando la z ~ 0, entonces ¢(x) = ——.

[z]
Cuando z — oo entonces ¥(z) = —y + Y 1 =log(x) ([z] parte entera de z).
i=1

2 o T o
La funcién Trigamma ¢'(x) = % = > m
m=0
Cuando la = ~ 0, entonces ¢/(z) = .
mn—1 T o0 _1yn— _
En general se llama n-polygamma ("2 (z) = % = > ((IQC)JFTW,

para n > 3. Se obtiene al derivar sucesivamenlte la funcién digamma.
Cuando la x ~ 0, entonces zp(”_Q)(x) = w

Familias gamma generalizada y log-gamma generalizada

En el trabajo se revisara una familia de densidades llamada log-gamma generalizada con tres
parametros; localizacion £ € R, escala ¢ > 0 y forma x > 0, la familia estd representada por
la funcién de densidad dada en la expresiéon 1.3.1 y se denota Fqq

k—1/2

f(x;6,0,k) = . exp ((x;£> VE — ﬂe(mgs)/ﬁ> , —00 <1 < 00. (1.3.1)

ol'(k)
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Mientras que su distribucién correspondiente, gamma generalizada, estara dada por (1.3.2)
y se denota Zg¢ end donde a y 3 son pardametros de escala y k el pardmetro de forma, que
coincide con el parametro de forma de la distribucién log-gamma generalizada

ft;a, B, k) = mﬁn—lm (a) exp (—/@ (5) > ,t>0,a,6,k>0. (1.3.2)

Note que (1.3.1) se puede obtener de (1.3.2) con la transformacion X = log(T") y resulta que
§ =log(a) y o =1/p.

Estas distribuciones se pueden obtener de diferentes formas, pero todas ellas a partir
de la distribucién gamma, I'(k, 1), en donde k sigue siendo el mismo pardmetro de forma
de (1.3.1) y (1.3.2). Sea Y una variable aleatoria con distribucién I'(k,1), con k > 0, es
decir, fy(y) = y*'e7¥/T(k), realizando la transformacion X = oy/klog (X) + &, entonces
fx(@) = fy(¢(x))¢'(z) en donde y = @(z) = rexp ((x — §)/o\/k) se obtiene (1.3.1) con
¢ y o los parametros de localidad y escala, respectivamente. Similarmente la distribucién
(1.3.2) se puede obtener directamente de la transformacién 7' = a(%)ﬁ/ ’
fy (6(t))¢'(t) en donde y = @(t) = m(é)ﬂ/ﬁ se obtiene (1.3.2) con « y f pardmetros de
escala.

, entonces fr(t) =

En lo referente a la historia de la distribucion gamma generalizada, se puede encontrar
que en el articulo de L. Amoroso titulado “Ricerche intorno alla curva dei redditi”, publicado
en Ann. Mat. Pura Appl. en 1925, se tiene la distribucién amoroso (1.3.3) que contiene a la
distribucién gamma generalizada como un caso particular cuando v =0

t—v

1 t— v\ rA-1 s
fr(t;a, k, B,v) = ‘EK V) exp —( ) teR va,f R k>0 (1.3.3)
LK) lal\ «
La distribuciéon amoroso vuelve aparecer en el articulo de D “Addario titulado “Intorno alla
curve dei redditi di Amoroso”, publicado en Econ. Fnanza en 1932.

Por medio de transformaciones hechas a partir de la distribucién I'(k, 1), de forma in-
dependiente a la distribucién amoroso, algunos autores obtuvieron la distribucién que lla-
maron gamma generalizada con funcién de densidad (1.3.4), obtenida con la transformacién
T =aVvY endonde Y ~T'(k,1) con o, 8,k > 0

=i () ()=o) o s

Definiendo de esta forma a la distribuciéon gamma generalizada resulta que su correspon-
diente distribucién log-gamma generalizada dada en (1.3.5) se obtiene de la transformacién
Xzalog(y)+€cona,n>0y£€R

fx(x;0,6, k) = F(/li)O' exp </@<x ; £> — exp <x ; §)> , x €R. (1.3.5)
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Note que (1.3.5) se puede obtener de (1.3.4) con la transformacién X = log(7T'), resultando
{=log(a) y o =1/8.

El tipo de transformaciones que se han realizado fueron presentadas en el articulo de
A.C. Olshen Titulado “Transformations of the Type III Distribution”, publicado en Annals of
Mathematical Statistics en 1938. Otra aplicacién de este tipo de transformaciones la podemos
ver en la distribucién que se aplica a I'(k, 3)

EZ)IB“ exp ( _ %) £>0 8>0, k>0 (1.3.6)

Para obtener su correspondiente log-gamma distribucién, por medio de la transformacion X =
log(Y)+ & conY ~TI'(k,1)

fr(t) = T

exp ((x — &)k — em*5>
['(k)

fx(z;:€, k) = ,7€R, k>0, £€R. (1.3.7)

Note que (1.3.7) se puede obtener de (1.3.6) con la transformacién X = log(T") y se obtiene
§ = log(f).

Con las transformaciones realizadas a partir de la distribucién I'(k, 1) se puede observar
que la inclusién de nuevos pardmetros para hacer mas flexible a la distribucion y abarque una
mayor gama de distribuciones, como son: gamma, ji-cuadrada, exponencial, Weibull, Gumbel,
entre otras, acarrea problemas de identificacién, por ejemplo la representacién (1.3.4) es cono-
cida como gamma generalizada y se atribuye a E.W.Stacy por su trabajo de 1962 en el que hizo
una generalizacion de la distribucién gamma, posteriormente en 1965 presentd otro trabajo
para la estimacién de los parametros. Aunque como sugerencia del Dr. Barry C. Arnold se
puede notar que la familia de distribuciones (1.3.1) coincide con la familia de distribuciones
log-gamma (1.3.7) bajo algunos valores de los pardmetros de localidad y escala.

Finalmente, el trabajo estard enfocado a la distribucién que se ha llamado log-gamma
generalizada en su forma estédndar, es decir a (1.3.1) cuando { =0y o =1

/iff—l/Q

()

f(z;K) == exp (z\/E — /iez/‘/g> , —00 < z <00, k>0. (1.3.8)

1.4. Propiedades de la familia log-gamma generalizada

Algunas propiedades de la distribucién LGG(0, 1, k) son las siguientes:

1).- Cuando k = 1 coincide con la distribucién Gumbel (ver subseccién 4.5.2), bajo la trans-
formacion Y = —X. Se puede verificar sustituyendo el valor de kK = 1 en (1.3.8).

2).- La funcién de densidad log-gamma generalizada es sesgada a la izquierda Vk > 0, esto
se puede apreciar en las graficas 1.2, 1.3 y 1.4 y propiedades subsecuentes.
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Figura 1.3: Funcién Log-gama generalizada estandar, anteriores y para x = 0.1, 0.2,...,1
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3).-

4).-

Puntos maximo y de inflexion.

Proposicién 1.1. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0,1, k), entonces
en z = 0 se tiene su valor mdzimo para fz(z), para todo k > 0 y sus puntos de inflexion
estan dados por

1 :mog( +2—i m)

Demostracion. Derivando (1.3.8) con respecto a z e igualando a cero (ndtese que se
pueden quitar las constantes)

11(2) = exp (2v/5 — ke V7 (Vi = Ve ) = 0.

De donde, \/E(l - ez/\/g) = 0, de aqui se obtiene el valor critico z = 0. Para saber si se
trata de un maximo se emplea el criterio de la segunda derivada.

7(2) = exp (z K — mez/ﬁ> (/{(1 — ez/‘/g)2 — ez/‘/g> : (1.4.1)

Sustituyendo z = 0, resulta que se trata de un maximo.

Para el punto de inflexién se utiliza la expresién (1.4.1), igualando a cero se obtiene
/1(1 —e?/ \/E)Q — e#/VF = (), realizando el cambio de variable v = e*/V* y desarrollando el
cuadrado resulta la ecuacién v* — 2v((2k + 1)/(2k)) + 1 = 0, resolviendo la ecuacién y
regresando a la variable original resultan los puntos de inflexion

210 = Vilog (1+ 2— + m) (1.4.2)

El punto de inflexién depende del valor de k. O]

a).- Sik — 00, entonces los puntos de inflexién se obtienen en +1. En general en +o.
b).- Si k — 0, entonces los puntos de inflexién se aproximan a cero.
c).- De la expresién (1.4.2) se deduce que los puntos de inflexién estan en (—1,1).

Cuando k — oo, entonces LGG(0, 1, k) converge a la distribuciéon normal estdandar.

Proposicién 1.2. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0,1, k), entonces
LGG(0,1,k) —+> N(0,1).
K—r+00

Demostracion. Cuando k crece puede utilizarse la propiedad 5 de la funcién gamma,

obteniendo:

k—1/2 Kk—1/2 K

n " - (1.4.3)

F(/{) K—>~+-00 27-‘-(,{)&—1/26—[{ /om

Sustituyendo el resultado asintético (1.4.3) en la funcién de densidad (1.3.1), después
de estandarizar con z = IT_E se obtiene

f(z0,1,k) ——

1
k=400 A/

exp(%—i—z\/ﬁ—neW), —00 < z < 00.

11



1.4. PROPIEDADES DE LA FAMILIA LOG-GAMMA GENERALIZADA

Para z fija y k creciendo, resulta evi —— 1+ f + (53

K—r—+00

-)? —1—0(%) sustituyendo en

la expresién anterior

z 1/ 2z \2 1\3
0L (17305 ~(F))
f(z0,1,k) —— - 7r <fi+z\/E K +\/E+2 NG +O\/E
_é.
/@—H-oo 2m
La proposicién queda demostrada. O

5).- La funcién generatriz de momentos para LGG(0, 1, k) depende de k.

Proposicién 1.3. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0, 1, k), entonces

I'(k+tyk)

mzt) = T

Demostracion. Calculando la funcién generatriz de momentos

Kk—1/2 00 .
my(t) = HF(/{) / e'* exp (Z K — me<\/ﬁ>) dz.

Con el cambio de variable w = ke*/ V% = z = \/klog(w/K) = dz = /K%, luego

gr12 rdw
myz(t) = ) / exp (\/E<t - \/E> log(w//f)> e_W\/—T
_ 1 wVREVR =1 = 1 (/-c—{—t\/E).
L(r)stVF J INGRE
La proposiciéon queda demostrada. 0

6).- El valor esperado de la distribucién log-gamma generalizada depende del pardmetro .
Proposicién 1.4. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0, 1, k), entonces

1

E(Z)Zuzx/ﬁ< v—l—bg +me+ﬁ>-

Demostracion. Utilizando la funciéon generatriz de momentos

Cdmg(t)) d (T(k+t/R)
B(Z) = dt  li=o %( ['(k)KtVE ) -
1 KVFLD (5 + t/k) — T(k + ty/k) RV /K log (k)
I'(k) (Rt\/E)Q -

Sustituyendo en la expresién anterior ¢ = 0, ademds del cambio de variable v = k + ty/k

12



1.4. PROPIEDADES DE LA FAMILIA LOG-GAMMA GENERALIZADA

y v = k cuando t = 0 resulta, después de aplicar la regla de la cadena

1 [dI'(v)
B =1 { dv

Vi =T (k)Vklog(r)

V=K

Utilizando I'(v) = exp (logT'(v)) y su derivada, se obtiene dfi—sjv) =I'(v)y(v) (¢ — funcién
digamma), luego después de sustituir v = K

E(Z) = Vr(¥(r) — log()). (1.4.4)

Sustituyendo la propiedad 10a de la funcién gamma en (1.4.4) se concluye la proposicién.
]

rk—1
a).- En el caso particular de que k € N, resulta p = /k (—7 —log(k) + > %)
i=1
Demostracion. Si k € N, entonces

> 1 = 1 1
me—irn ZE_ZWH—RZZ?

m=1 m=1 =1 i=1

Los demas términos, después del k—€simo término se cancelan al realizar am-
bas sumas y los ultimos k—ésimos términos se eliminan por ser cantidades in-
finitésimales. O

i).- En particular, si Kk = 1 se tiene yu = —~.
ii).- En particular, si k = 2 se tiene p = v2( — v —log(2) + 1).

iii).- En particular, si k = 3 se tiene p = v/3( — v — log(3) + 3/2).

b).- Cuando x — 0%, el valor esperado p ~ \/LE

Demostracién. Cuando k = 0, entonces /klog(k) =~ 0, ademads de las propiedades

10a y 3b de la funcién gamma se obtiene (k) = —y — l + Z m(++m) y cuando

o

/@%Oresultamz_zlm ﬁ Luego, \/_<—*y+zmﬁ+m)z0 con esto

NG 1/1( ) ~ /k/Kk = 1/y/k, sustituyendo estos resultados en (1.4.4) se concluye

s T' O
c).- Cuando k — oo, el valor esperado p — 0.

Demostracion. Se concluye de la proposicién 1.2. ]

7).- La n-ésima derivada de la funcién generatriz de momentos depende de k.

Proposicién 1.5. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0,1, k), entonces

my(t) = W Z "(v) (log(x))’. (1.4.5)

13



1.4. PROPIEDADES DE LA FAMILIA LOG-GAMMA GENERALIZADA

FEvaluando en t = 0, resulta que la funcion generatriz de momentos es igual a:

0o = Y S O], (1.4

En donde, v = k + t\/r, [V (v) = %j (v), TO(v) =T(v) y (\/Elog(/{))o =1

rO®w)| _ =T(x) (1.4.7)
ITVw)|,_ =T(k)(k) (1.4.8)
r® (U)‘U:n = F(/ﬁ)(wz(fa) + w/</€)) (1.4.9)
PO)],_, = T(0) (¢ () + 30 ()¢ (5) + () (1.4.10)
)], =T (04(k) + 602 (k)0 (k) + 40 (k)8 (k) + (' ()" + 0"(0)) (1.4.11)
TO()],_, = () (¥7(k) + 100" (8)0' (i) + 1002 (k)" (k) + 516 (k)" (k)

15 (1) (k) + 100" ()8 () + 0 O(r))  (1.4.12)
PO )], = D) (45(8) + 156 (1) (k) + 200° ()" () + 1502 ()" () +
63 (k)6 () + 45 (4 (1)) 62 () + 600/ (R)Y ()i () +

)
F15(2/ (k)" + 150" (1) (k) + 10(2" (k)" + 0 O(x)).
(1.4.13)

Demostracion. Utilizando la funcién generatriz de momentos y la demostracion de la
proposicién 1.4, en donde se tenfa para v = k + t\/k

dmz(t) _ /& <d%r<v>—r<v> 1og<m>>.

at  T(k) G

Derivando otra vez con respecto a t, se obtiene

Pst) R S5 = S og(x) - (AT(0) = T(0) log()) v log(x)

dt2 T(k) NG
_ (VR (%m) — 2log(k)LT(v) + (log(/i))zf(v)>
F(li) K/t\/E '

Notese que al derivar en el numerador se estd formando un tridangulo de pascal, puesto
que se estan sumando los coeficientes de la expresion del numerador después de derivar
y a partir del segundo término con ella misma sin derivar. Por ejemplo para la tercera

14



1.4. PROPIEDADES DE LA FAMILIA LOG-GAMMA GENERALIZADA

derivada con respecto a t, se obtiene

> T(r)

Pmg(t)  (VR)? (%F%) — 2log(r) 2T (v) + (log(x))” 4T(v)
KWE
(1@ (0) — 210g(x)TV(v) + (1og(x))T(v) ) /5 og ()
KIWVE
_ (VR (r<3><v> — 3log ()T (v) + 3(log(x)) TV (v) - (1og<m>>3r<v>>
KIVE '

Derivando sucesivamente resulta la férmula (1.4.5).
Para las derivadas de la funcién gamma, se utiliza el hecho que T'(v) = exp (log'(v)) y
las funciones polygamma. Por ejemplo

dexp (logI'(v))

r),, = CPUETO) _ py)) = rsie
rw),_, = T p) (42(0) + D) ()], = D) (820) + /()
- oty

- r(vw(v)( (v)) + T(0) (20(0)¢'(0) +¢"(v)

= () (V*(v) +3w <v>+ v>)|v .

=T(k (¢3 + 31/1 V' (k) 4" <’€))

En este desarrollo se puede apreciar que no se forma el tridngulo de pascal, puesto que
aparecen términos en varios factores, que al derivar rompen la regla del triangulo. O

Note que la expresion para la derivada (1.4.6) se puede expresar como

my (t)

o = (f/(?)n <F(')(U)\U:n - 10g(f-€)>n (1.4.14)

Entendiendo por I') que la potencia del desarrollo del binomio, se considera como la
derivada y no como la potencia.
8).- La varianza de la distribucién log-gamma generalizada depende del pardmetro .

Proposicién 1.6. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0, 1, k), entonces

V(Z) = 0% = k)(k).

15



1.4. PROPIEDADES DE LA FAMILIA LOG-GAMMA GENERALIZADA

Demostracion. A partir de (1.4.6) para n = 2, resulta

(V)

ACIE

> (Y (T (w)|,_, (log(x))’

_ p(iz) (T?(v) = 200 (v) log(k) + T (v) log*()) |
= T T 09 +9/(0)) = 2T (5)9() log(r) + T () og?())

= r(¥*(K) +¢'(K) — 2¢(k) log(k) + log*(x)).

Por otro lado,

ot = B(Z) — BXZ) = m2(0)]_y — (VR(i(r) ~105(1))’
= k(3 (K) + ¢ (k) = 20(k) log(r) + log?(k)) — k& (¢*(r) — 2¢)(r) log(k) + log*(x))

K
= k)’ (Kk) = —_.
= (k+m)?

La proposicién queda demostrada. O

K—1
. . 2 2 1
a).- En particular cuando x € N, la varianza o = /4:(—6 - —m2>.

m=1
Demostracion. Utilizando el resultado anterior y la propiedad 3b de la funcién
gamma, se obtiene

, 00 1 0 1 7]'2 k—1 1
D Wy :“;ﬁ:“<ﬁ_;ﬁ>'

i).- Si k=1, entonces o = 72/6.
ii).- Si k=2, entonces 02 = 72/3 — 2

b).- Cuando kK — oo, entonces o2 — 1. Se deduce de la propiedad 4 de las funciones
log-gamma generalizada.

c).- Cuando x — 0, entonces 0? ~ 1/k. Se tiene Tglm < 7%/6, luego para k
pequenas, K Y m ~ 0, de donde
m=1
= 1 K = 1 1
2
=K ——=—+4k — .
7 n;) (k+m)? K2 mz1 (k+m)? Kk

9).- El tercer momento central de la distribucién log-gamma generalizada depende de k.
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1.5. PROPIEDADES DE LA FAMILIA GAMMA GENERALIZADA

Proposicién 1.7. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0, 1, k), entonces

E((Z = p)*) = (Vi) (x).

Demostracion. Siguiendo los mismos pasos que en el segundo momento central (varian-
za), y simplificando la notacién por ¢ = ¢(k) y también para sus derivadas, se tiene:

0] = LS Q) (s

= L (TO(v) - 3T (0) log(s) + 3T (v) log?(x) — T(v) log*(s)) |

(P 4 39 4+ " — 3(4% + ) log (k) + 3¢ log?(k) — log? (7))
(0P 4 39 + " — 3¢P log(r) — 3¢ log (k) + 3¢ log?(k) — log? (k) .

Por otro lado,
E[(Z - p)’] = B(Z°) = 3uE(Z*) + 32 B(Z) — i = m3)(t)],_ I
= (VR)" (¥* + 30 + ' — 30 log() — 30 log(s) + 30 log?(+) — log’ ()
—3(¥ —log(k)) (¥* + ¢ — 2¢log(k) + log*(k)) + 2(¢ — log(x 3)
= (VA" (4" + 300/ + 0" = 3¢ log() — 3¢ log () + 31 log? (k) — log’(x)
— 3y — 3’ + 92 log(k) — 3¢ log?(x) + 3" log(k) — 6v log?(x) + 310" ()
+ 2% — 61p? log (k) + 6¢ log? (k) — 2log (/1))

(2
_o — Sumy (t)

— (VR)* 4" (+).
La proposicién queda demostrada. O

10).- El cuarto momento central de la distribucién log-gamma generalizada depende de k.

Proposicién 1.8. Sea Z una variable aleatoria con distribucion LGG(0, 1, k), entonces

B((Z - n)*) = k2(&" (k) + 3('())?).
Demostracion. Se realiza de la misma forma que los otros momentos centrales. O

1.5. Propiedades de la familia gamma generalizada

La familia que esta siendo revisada en el trabajo se refiere a la log-gamma generalizada, misma
que esta vinculada con la familia gamma generalizada

ft;a, B, k) = e ),{n—1/2 (_) exp (—/1 (5) > ,t>0,a, 6,k>0. (1.5.1)

«
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1.5. PROPIEDADES DE LA FAMILIA GAMMA GENERALIZADA

2).-

3).-

Propiedades de la distribucién gamma generalizada:
Cuando x = 1 coincide con la distribucién Weibull (log-Gumbel).

Puntos maximos.

Proposicién 1.9. Sea X una variable aleatoria GG(a, B, k) entonces
a).- Si vk < 1 la funcion es mondtona decreciente y su valor mdximo se obtiene
cuando x — 0.

VE/B
b).- Sipvk > 1 suvalor mdzimo se obtiene cuando x = « <ﬁ‘ﬁ(';gl) .

Demostracion. Derivando la funcién de densidad (1.5.1) se obtiene

Flasa, k) = Brr1/2 <£>mz o {_K<§>f3/\/ﬁ] [ﬁ\/ﬁ L Bﬁ<§>ﬁ/ﬁ] |

a?’l'(k) \«

De la expresién entre corchetes se observa que cuando Sy/k — 1 < 0 la derivada es
negativa, luego la funcién es monétona decreciente. Cuando 5v/k — 1 > 0, se iguala a
cero la derivada y resuelve la ecuacion para x > 0 el tinico término que puede ser cero es
el ultimo corchete, de donde se obtiene el valor deseado. O

NOTA 1.1. En el caso de que 3 sea un valor fijo y kK — 0o el méximo

_ 1\ Vr/B Vr/B
a<ﬂ\/E 1) :a<1 ! ) s ae VP

K—+00

ENG - BVE

Puntos de inflexion.
Proposicién 1.10. Sea X una variable aleatoria GG(«, 5, k) entonces
a).- SiBvk <1 la funcion es mondtona decreciente y conveza.

b).- Si 5\/k > 1 su punto de inflexion se obtiene cuando

VE/B
N [25m+ﬂ—3\/§+\/,32+4,825—6,8\/§+n BVRELI:
-

28k

VE/B
2Bk+B—3v/kEt/B2+4B2k—68\/k+k
« { L \/2Bn V5 } ., BVE € [2,00).

Demostracion. Derivando la funcién de densidad (1.5.1) dos veces se obtiene

(a0, 8,K) = fr " <£>WE3 exp {—f‘f(g)ﬁ/ﬁ} [(5\@— 1) (8VE —2)—

a3'(k) \a
o058 R(2) R B 0 (2]

Igualando a cero la segunda derivada el tinico término que puede ser cero es el tdltimo
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1.5. PROPIEDADES DE LA FAMILIA GAMMA GENERALIZADA

4).-

5).-

( )5/\@

corchete. Luego, denotando m = /Ky z = z , resulta

(m—1)(m—2)— (m—1)mz—m(m+m/k —2)z+m?2*> =0

m%%—@m?+m——&@z+nﬁ—3m+2:o
K

De la tdltima ecuacién con la féormula general y simplificando, resulta

Im 4+ — 344/ (2m+ = —3)° —4(m? — 3m +2
ImrEsEyEnrE Y oa o)

Analisando la solucién, se tiene que cuando m? — 3m + 2 < 0 la raiz es mayor a 2m +
= — 3, luego no se puede restar el radical, porque z < 0, no puede ser. Entonces cuando
m? — 3m + 2 < 0 tnicamente se suma el radial, esto ocurre cuando m € [1,2]. Asi, de
(1.5.2) y simplificando la cantidad subradical se tiene

2m+%—3+¢§+@%@+1
z = 5 ,para m € [1, 2] (1.5.3)
m

Llevando a cabo un andlisis similar, se obtiene que cuando m € (0, 1) el valor de z < 0, lo
que no puede ser. Para el caso faltante, se tiene que la cantidad subradical %2 + 4’”27—6’” +

1 >0, pero 2m + = — 3 > \/(2m+%—3)2—4(m2—3m—|—2) cuando m € [2,00). Por
lo tanto,

2m+%—3i¢%+@%@+1
z= 5 ,para m € [2,00) (1.5.4)
m

Regresando a la variable original x y los parametros «, 8 y x con la soluciones (1.5.3) y
(1.5.4), se tienen los puntos de inflexion

VE/B
2Bk+B—3v/k+/B2+482k—68\/k+k
a [ VD . BVREL,2)
=
VE/B
2Bk+B—3v/kEr/B2+4B2k—65/K+
Oé|: = \/2ﬁn : v H:| ’ 5\/%6[2700)'
Se concluye la proposicién. n

La funcién de densidad gamma generalizada es sesgada a la derecha para x > 0, esto se
puede apreciar en las graficas 1.5 y propiedades subsecuentes.
Comportamiento asintotico.

Proposicién 1.11. Cuando k — oo, entonces GG(a, B, k) converge a la distribucion
log-normal con pardmetros u = log(a) y o = L.

Demostracion. Cuando k crece puede utilizarse la propiedad 5 de la funcién gamma,
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10

00 02 04 06 08 10

00 02 04 06 08 10

T
6 o 1 2 3 4 5 6

Figura 1.5: Funcién Gama generalizada estdndar para k =0.1,0.2,...,1y k=2, 3,...,10

obteniendo:

k—1/2 Kk—1/2 K

K . K e (1.5.5)
L(k) wotoo \2m(k)V2e% /21 o

Sustituyendo el resultado asintético (1.5.5) en la funcién de densidad (1.5.1) se obtiene

' Ber ¢ BVE—1 " B/VE
o) 2 T (5) e (‘“ )

Para z fija y k creciendo, resulta

(£) oo (Ze ()

e T (1) (Los (4)) o (L (4))

f(ta Bom) ——

Koo /2T

t
exp —
«

/@—i-ﬁ\/ﬁlog( ) —m<1+—log (é)—k

-
@m
3
o)
4
o]
/N
|
wPﬁ
—~
—
o)
oQ
—
~
SN—
|
—
o)
R
—
SN—
N—
N——
]

Simplificando los paréntesis f(t; «, 3, k)

K—+00

6).- El r—ésimo momento depende de .

Proposicién 1.12. Sea T' una variable aleatoria con distribucion GG(a, B, k), entonces
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1.5. PROPIEDADES DE LA FAMILIA GAMMA GENERALIZADA

su r—ésimo momento estd dado por:

a \T(k+ryE/B)
E(T") = ( ) . 1.5.6
)= () (1.5.6)
Demostracion. Por definicion del r—ésimo momento
T /@,{Mﬂ]o N £\BIVE
By = [ gt p.man= 25 () () a
1) = [ rrsa s = e [ (D) e (x(
—o0 0
. . . B/VE z\VE/B _ o (z\VE/B-1
Realizando el cambio de variable x = H(é) = 1= (;) =dt = m(;) dx
w1/2 f VRIB\" VR/8\ BVE VF/B-1
By =2 [ (o5 () o (5 e
al'(k) K K BvVE\K
0
ol ki1 5 N\ kFrve/B—1 B
= (—> e Ydx
(k) / K
0
_ aTﬁnflfnfT\/E/ﬁLFl /xn+r\/g/5_1€_mdx
['(k)
0
_( ! )TP(/%H’\/E/B)
~ \gVH/B I'(k) ’
Con esto se verifica la proposicion. O

a).- El valor esperado de la distribuciéon gamma generalizada depende del pardmetro
k. Sustituyendo r = 1 en (1.5.6)

a D(k+k/B
BT = 775 ( T'(x) )'

b).- La varianza de la distribucién gamma generalizada depende del pardmetro x. Susti-
tuyendo r = 1 en (1.5.6)

a )2 L(x+2vk/B)

B(T%) = (n\/ﬁ/ﬁ T(x)

La varianza se obtiene de

V(T) = E(T?) — (E(T))2 _ ( a )2 I'(k+2yk/B) B (F(/@+\/E/5)>

kVE/B ['(k) ['(k)

21



1.6. FAMILIAS DE LOCALIDAD-ESCALA

1.6. Familias de localidad-escala

En el estudio de las distribuciones puede observarse que existen variables aleatorias X, cuya
distribucion depende de los parametros de localidad y escala, denotados por p y o, respectiva-
mente, pero la variable resultante de la transformacién Y = %, no depende de los paramet-
ros. Por ejemplo la distribucién normal X ~ N(p,0?), mientras que Y = % ~ N(0,1). A
este tipo de distribuciones se les llama de localidad y escala, o en forma simple loc-escala. En

estas condiciones se dice que la variable es invariante con respecto a localidad y escala.

Sea Y una variable aleatoria en (—o00, c0) que proviene de un modelo loc-escala, entonces
su funcién de densidad de probabilidades esta dada por

fly) = %fo(y ; u) —00 < y < 00, (1.6.1)

Yy—u

Donde u- pardmetro de localidad y b > 0 el pardmetro de escala, ademds fo(z) con z = 4=

una funcién de densidad especifica en (—o0, 00).

1.7. Coeficiente de asimetria para la log-gamma generalizada

En las secciones previas se revisaron las propiedades de la familia log-gamma generalizada y
se mostrd que se trata de una familia loc-escala de distribuciones, por tal manera es de mayor
interés trabajar buscando los estimadores para el parametro de forma, k. Las estimacion del
parametro de forma para la distribucion log-gamma generalizada es crucial para la realizacién
de inferencia de estas distribuciones, por tales motivos se buscan diferentes estimadores.

El parametro de forma es posible que sea estimado con el coeficiente de asimetria, por
tales razones es logico buscar la forma de calcular este coeficiente.

Teorema 1.13. Sea Z una variable aleatoria LGG(0,1, k), entonces

B E((Z . M)g) _ 1/}”(/‘3> - zmz:: (H+—1m)13'
() N 3/2 > 3/2° b
[B((Z - )] (W) (> &5)

En particular:

1).- Sik— 0", entonces y — —27.
2).- Sik— 00, entonces v — 0.

m=1
2 Kk—1 1 3/2
T
P Dl
m=1

Demostracion. La demostracion de (1.7.1) se concluye de las propiedades 8 y 9 de una dis-
tribucion log-gamma generalizada y de las propiedades 10b y 10c¢ de la funcién gamma.

2(1.202056903...—E1 ﬁ)
3).- Sik €N, entonces y(k) = — .

Para los casos particulares:
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1.7. COEFICIENTE DE ASIMETRIA PARA LA LOG-GAMMA GENERALIZADA

1).- Cuando k — 07, se pueden descomponer las series del coeficiente de asimetria

[e.9]

1 1 1 1
- ——— &~ — + 1.202057
R Pl e

NE
I
Rwl

3
Il
o

[e.9]

Q

WE
|

1 1 —|—Z 1 1 +7T2
O(K—I—m)Q_/{? ~(k+m)* K2 6

3
]

Sustituyendo en (1.7.1), entonces v —— —2%.
k—+0

2).- Se concluye de la proposicion 1.2.
3).- Sik €N, entonces

oo 1 B 00 1 K—1 1
2y - R
00 1 ) 1 K—1 1
T;)(/@+m)2_mzlm2 = m?

Con estas igualdades, la propiedad 3b de una funcién gammay Y -5 = 1.202056903. . .,
m=1

m3

sustituyendo en (1.7.1). El teorema queda demostrado. ]

Finalmente de la demostracion, nétese que el coeficiente de asimetria siempre es negativo
como se muestra en la figura 1.6.

Para el estudio de las propiedades del estimador x por medio del coeficiente de asimetria
en el capitulo 2 se demostraran algunas propiedades y en el capitulo 3 se hard por medio del
proyecto R y una simulacién con los momentos muestrales centrales.

8.1 x

-1 | 3442 3 45 6 7 8 9 10111213141516171819 2021 22 23 24 25 26 27 28 29

1
1
1
1
-1
2
2
2

-1
.2

Figura 1.6: Funcién de asimetria v(z)

Nétese que a partir del valor de x y del hecho que la funcién del coeficiente de asimetria
es estrictamente mondtona creciente tiene inversa. por lo tanto se puede aproximar una funcién
para determinar el valor de k a partir del coeficiente de asimetria.
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Capitulo

Estimadores puntuales para el
parametro x de la distribucion

LGG(0,1, k)

2.1. Introduccidén

En este capitulo seran revisados los estimadores para la distribucién LGG(0, 1, k). El problema
inicia con un planteamiento general para la distribuciéon LGG (€, 0, k) y la problemética para
estimar los tres pardmetros. Posteriormente con base en la invarianza de la distribuciéon con
respecto a los estimadores de localidad y escala, y que la estadistica que sera utilizada en los
capitulos subsecuentes, coeficiente de correlacién, también es invariante con respecto a dichos
parametros, el problema se reduce en buscar estimadores para el parametro de forma k.

Durante el capitulo se mostraran tres estimadores para el parametro s, el primero de
ellos por el método clasico de maxima verosimilitud y los otros dos estimadores por el método
de momentos. En cada uno de ellos se demuestra su existencia.

En el caso del estimador de méaxima verosimilitud, éste es tinico debido a la propiedad
de invarianza de los EMV con respecto a transformaciones.

Con respecto a los estimadores de momentos, éstos se obtienen de forma indirecta, uno
de ellos es resultado de una trasformacion que regresa a la distribucion gama, en el otro caso
se utiliza el coeficiente de asimetria, funcién mondtona creciente con respecto al parametro
k, porteriormente por medio de su inversa o una aproximacién de ésta se puede estimar al
parametro de forma .

También en una seccion por separado se estudia el comportamiento asintético de cada uno
de los dos primeros estimadores encontrados. En esta seccion se demuestra que los estimadores
de méxima verosimilitud y el estimador de momentos, basado en el coeficiente de asimetria,
tienen una distribucion asintética normal.

En el caso del estimador de maxima verosimilitud la demostracion se basa en la com-
probacién del cumplimiento de las restricciones del teorema respectivo, para el caso particular
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de la familia log-gamma generalizada. El resultado queda expresado de dos forma, bajo una
serie de los momentos no centrales y la otra bajo los momentos centrales. Para esto ultimo
se demuestra un resultado para calcular los momentos centrales que ahorra mucho tiempo de
calculo.

Finalmente, para el estimador de momentos se demuestra que tiene una distribucién
asintotica normal, para esto se obtiene un resultado general para la distribucién del cociente
de dos momentos centrales de la suma de variables aleatorias. Con el resultado encontra-
do se verifica el caso particular para la distribucion asintética del estimador de momentos
para una distribucién log-gamma generalizada. En este punto la obtencién de los momentos
centrales para la familia log-gamma generalizada en su forma estandar es muy importante,
porque al igual que en el estimador de maxima verosimilitud la varianza de la distribucién
asintotica estd dada en funcion los momentos centrales, mismos que no se conocen y su calcu-
lo es extremadamente laborioso, pero con el resultado demostrado dicho célculo se reduce
considerablemente.

2.2. Busqueda de estimadores para la distribuciéon LGG(0, 1, k)

Un paso importante para obtener buenas pruebas de bondad de ajuste, radica en la eleccion
de los estimadores de los parametros. Por tales razones en esta seccion se revisaran algunos
estimadores para el pardmetro de la distribucién LGG(0, 1, k).

Primeramente se revisard el problema general LGG(&, o, k), luego con base en el capitu-
lo anterior en donde se revisaron las propiedades de la familia log-gamma generalizada, re-
sultdé que se trata de una familia loc-escala de distribuciones. Por tales razones sera de mayor
interés trabajar buscando los estimadores tinicamente para el parametro de forma, x, cuando
la distribucién esta dada en su forma estandar.

2.2.1. EMV para los parametros de la distribucion LGG(¢, 0, k)

En caso de buscar los EMV cuando se trata de la distribucién log-gamma generalizada es nece-
sario resolver un sistema de ecuaciones no lineal que se obtiene de la funciéon de verosimilitud,
en el caso de la distribucion log-gamma generalizada dicha funcién esta dada por:

k—1/2

L(k,§,05%) = (ZP(@) exp (\/EZ Jiia—f B K/Ze(a@i—f)/(a\/ﬁ)> '
i=1 i=1

Como se sabe generalmente se trabaja con la funcién log-verosimilitud, de tal forma que
calculando el logaritmo natural de la expresion anterior se tiene:

Uk, &, 0;x) =n((k —1/2)log(k)—log(c) — log I'(k))+
\/Ezn: ot Zn: emi=O)/(0VR) (2.2.1)

o

Para obtener su maximo, se deriva parcialmente con respecto a cada uno de los parame-
bl
tros y se iguala a cera cada ecuacién obteniendo un sistema no lineal con tres ecuaciones.
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Derivando con respecto a &

(58 )
=—n+ zn:exp <l;\;§) =0 (2.2.2)

Derivando con respecto a o y sustituyendo n = Y, exp ( «/E£> de (2.2.2), se tiene

ol(k,&,0;x)  n “x;— & . T i =&\ _
T——;‘ﬁz o ‘*”“Ze’q’(o— J(‘ﬂﬁ)‘

— o — R — ¢ +fz exp(;;;):

:_m_mmﬁ;miexp(;;;) 0 (2.2.3)

Derivando con respecto a k y posteriormente sustituyendo n = Z?Zl exp (?\;é) de
(2.2.2) y D20, (@ — §) exp (U\/§> = ernﬁ(f*g) de (2.2.3), se tiene
0l(k, &, ;%)

2272 (togte) + S~ u) + 5 }z (+25)-
Yo () e () (5% (3m)

—n(log(m) — 5 —v(x)) + @+ Hr =)
~log(r) = () + T2 =0 2.2.4)

De las ecuaciones (2.2.2), (2.2.3) y (2.2.4) se forma el sistema de ecuaciones (2.2.5)

zn:exp (xa _:) —n= (2.2.5)

\/EZ T; eXp <x02\;§) —no —nykx =0

El sistema de ecuaciones (2.2.5) no se puede resolver analiticamente, pero puede sim-
plificarse su solucién considerando el valor del parametro x conocido, denotandolo por kg y
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sustituyendo en este sistema y despejando £ de la ecuacién 1 del sistema (2.2.5)
& =T + o/ro(log(ro) — ¥(ko)). (2.2.6)

Sustituyendo el valor (2.2.6) en cualquiera de la otras dos ecuaciones del sistema (2.2.5),
por ejemplo en la segunda ecuacion, se tiene la ecuacién (2.2.7) con respecto a o

anexp (a:z — 7 — 0/ (log(ro) — WW)) —n=0

04/ Ko
Zexp (:1:1 — :17) — nrge V) = 0. (2.2.7)
O R

=1

=1

2.2.2. EMV para el parametro de forma de LGG(0, 1, k)

La distribucién log-gamma generalizada es de tipo loc-escala, por esta razén se analiza la
distribucién en su forma estandar, ver (1.3.4), en donde se busca el EMV del parametro de
forma k. La funcién de verosimilitud que se debe maximizar esta dada por:

_ (“;(_;; )nexp (\/EZ_: 25— /iZezi/‘/E>. (2.2.8)

Teorema 2.1. Sea Z una variable aleatoria LGG(0,1, k), entonces para toda £ > 0 y una
realizacion zy, ..., z, de una muestra aleatoria de tamano n con n > 20 y que se conserven en
forma aproximada los porcentajes de la tabla 2.1 el EMV de k siempre existe y es unico.

NOTA 2.1. Los porcentajes de valores negativos de la distribucién LGG(0,1, k)
estan dados en la siguiente tabla para algunos valores de x. Los valores de la tabla se

obtienen calculando las probabilidades de que la variable aleatoria X € LGG(0, 1, k)
sea negativa.

K 0.1 0.5 0.8 1 2 3 4 ) — +00
% de negativos | 82.8% 683% 64.7% 632% 594% 57.7% 56.7% 56% | =»50%

Cuadro 2.1: Porcentajes de valores negativos seglin el valor de x

Demostracion. Se llevard a cabo en tres partes, que se aplicaran a la funcién log-verosimilitud

l(k;z) =n ((m — %) log(k) + zv/k — log (F(m))) — Hi sl VE, (2.2.9)

Parte 1. Se mostrard que la derivada de la log-verosimilitud cambia de signo para x > 0.
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Derivando la funcién (2.2.9)

1 z 2
reg) —n | 1 1 — 4~ _ - zi/ VR _E = es/VE | (2.2.1
U'(k;z) =n (og(k@) + o + N E e + NG i~y ( 0)

Analizando los términos fuera de las sumatorias para valores pequenos de k. En este

. ~ _l _L o ~ i . ’ . oy . . L
caso (k) ~ —+, de donde —5- — (k) ~ 5-. Luego se tienen los términos positivos 1 + 5-

y negativos a log(k) + % (como Kk es pequeno el mayor porcentaje de las z; < 0, n > 20),

por consiguiente Z < 0. Por orden de crecimiento para x pequenas es mas fuerte i que la

logaritmica y \/Lp de donde la suma de términos fuera de las sumatorias es positivo de orden
i. Para las sumatorias resulta lo siguiente, por ser xk pequena existe un gran porcentaje de
valores z; negativos, luego es posible dividir las sumatorias en dos, una de términos z; < 0 y

los restantes. Denotando a tales sumatorias por X~ y X1, respectivamente, resulta

1 - N 1 u Zi oy )R _ _ _ _
D S eIV — (57 4 B+ (57 B) = (55 + B (S 4

Note que los términos en e*/V* y ze%/V% para z; < 0 son pequeﬁos luego (—27 + E’)
es despreciable. Cuando los valores z; no son negativos, resulta que 5 f > 1, para Kk pequenas

y por lo tanto ¥3 > ¥, de donde (—X] + £3) > 0. Luego, para valores pequeiios de x la
derivada de la funcién log-verosimilitud es positiva grande de orden O(l)

Revisando para valores grandes de k, en este caso (k) ~ log k — =, ver propiedades 5
y 10 de la funcién gamma, de donde log(k) — i — (k) = 0. Luego fuera de las sumatorias
quedard 1 + 2\5/%. i ‘ Ve =1 — z;/\/K + o(1/4/K), de esta forma

——Zezl/‘f—— Z(l—%) :—14—%

1= 1
Z; 2 2 1 1 -
_ Zleri/VE L T _’<1__’>:_*__2'
Qﬁ; ne zﬁ;n NS N AT

Estoes 1+ 2f -1+ \% + ﬁ% — ﬁzg \[Z — §22 ahora utilizando el hecho de que en
general hay un mayor porcentaje de z; < 0, esto es Z < 0, se concluye que cuando k es grande
la derivada de la funcién log-verosimilitud es negativa pequena. Luego, queda concluida la
primera parte.

NOTA 2.2. Con esta primera parte y tomando en consideraciéon que la derivada de
la funcion log-verosimilitud es continua, como resultado de operaciones elementales
entre funciones continuas diferentes de cero en un mismo dominio (0, 00), se asegura
que la funcién (2.2.10) tiene un nimero impar de raices reales. Esto es equivalente
a decir, que existe un nimero impar de valores méximos y/o minimos relativos de

la funcién log-verosimilitud.
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Parte 2. Se mostrarda que la funcién log-verosimilitud es céncava para k > 0, esto se realiza
probando que su segunda derivada es negativa. Derivando la funcién (2.2.10) resulta

1 1 z ] —
"e oo o - . Y zl/\f 2 _zi/\E
"(k;z) =n <m t o2 T o Y (/@')) e 3/2 g zie ] g zie . (2.2.11)

=1

Analizando las partes por separado, la que no estd en las sumatorias, se tiene que ¢'(k) =

2, luego =4 2,1{2 — 452/2 — (k) = % — 45%/2 — 252, cuando k es pequena el orden que domina
es 5 - luego la parte fuera de las sumatorias es negativa. Para las sumatorlas resulta mas
sencillo porque por orden de crecimiento para s pequefias domina — —3 sobre — /2, ademads este
término es negativo. Luego, de ambos resultados se tiene que la segunda derlvada de la funcién

log-verosimilitud es negativa y muy grande en valor absoluto.

Para k grandes se analizan la parte de la funcién (2.2.11) fuera de las sumatorias, nétese

que ¢'(k) = % + ﬁ cuando k es grande, de donde quedara tnicamente Analizando

zZ
T 4R3/2
las sumatorias y considerando que cuando & es grande e*/V*® = 1 — z;/\/k + o(1/+/k), de esta

forma al dividir entre n

1 2 1 22 z z
il VR — A
4K312 Zl n 4r3/2 (Z \/E> 4r3/2 42

1=

.3 2 .3
LI o [E S zz/f__L<Z2_Z_> __E L2
AK? = 4r2 NG 4k2  4K5/2
1=
, . z z 2 » 2 .3 .
Sumando todos los términos — 57 + 57 — 77 — m + 455/2 = —52 + 15z Esta cantidad es

pequena pero negativa, porque para el signo el orden de decrecimiento que domina es el mas
pequeno, luego K—IQ domina a #, ademas 23 < 0. Por lo tanto, cuando x es grande la segunda
derivada de la funcién log-verosimilitud vuelve a ser negativa aunque pequena en valor, con
esto se concluye que la funcién es concava. Falta por demostrar que la funcién no cambia su
céncavidad.

Parte 3. Falta mostrar que la funcién (2.2.11) es creciente para toda x > 0, para esto se
calcula su derivada

1 1 3z 3 < 3«
"y, .. " E : zi/\VEk § : 2 zi/\VE
(w;2) n(_?_g—i_m_w (K)>_8/f5/2 “ic /\F—i_% e
i=1 i=1

1 K.
zi/VE
87/2 Zzie )
i=1

Cuando s pequena, de la expresién entre paréntesis, resulta que ¢ (k) =~ —%, luego

¢”( ) &~ 5. Por otro lado z < 0, asf & — &STE/Q < 125, esto implica que — =5 + &S’TE/Q >
1 3z 1
-1 2z Fmalmente n(—%—%+ 855/2 —¢"(rk)) >n (—%TZ/Q + %) >0.

La parte de las sumatorlas es mas sencilla, la xk es pequena y luego un gran porcentaje de
las z; son negativas, de tal forma z;/\/k serd muy grande negativo y e*/V* ~ 0, es decreciente
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a cero mas rapido que la potencia a infinito. Por lo tanto si en la tercera sumatoria se separan
las partes de z; negativas de las positivas, se tendra que en estos términos zf e*/VF x5 () para
J = 1,2, 3. Denotando las sumas de partes positivas y negativas para y ., %ezi/ﬁ =Y, +34,
luego X3 =~ 0 y la parte X5 > 0 serd bastante grande. La segunda sumatoria siempre es
positiva, y en la primera sumatoria se aplica el mismo criterio. Con esto se concluye que la
derivada de la funcién de concavidad es positiva con un valor muy grande.

Cuando & es grande el porcentaje de z; negativas se aproxima al 50 %. En la expresion

entre paréntesis se puede utilizar el hecho de que ¥ (k) ~ —# — % (ver la propiedad 5 de la
funcién gamma), luego _H_12 — % —¢"(k) = 0 quedando unicamente entre paréntesis 8:52/2. Por

otro lado en la exponencial z;/\/k ~ 07, luego e*/V¥ = 1 — z;/\/k + o(1/k) y las sumatorias
se pueden realizar de la siguiente forma, después de dividir entre n:

3 n 2 3 1 - 3 3 -
Zi VR - _ SO ) . S e
8/15/22::716 815/2 (z \/EZ) 8" TR’
no2
3 Zi pri/VE - 3 gQ_LZ‘s :i;_ 3 23
8K n 8k3 VE 83 8K/2

1 2 1 (- 1 - 1~ 1 -
Zi Lz /VE 3 4 3_ - 4
87/ Zl n 87/ (z N ) 8,727 T 8t

Sumando estos términos y considerando el término sobrante de los paréntesis, resulta

3 2 _ 1 Zfs_izl_

RZ 4K7/2 8kt

Cuando « es grande el primer término se aproxima a cero mas lento que los demas y es
positivo, también por el sesgo izquierdo de la distribucién 23 < 0, luego el segundo término
también es positivo, por lo tanto el tinico término negativo es el tercero, pero se aproxima
a cero mas rapido que los otros dos términos, con esto se concluye que también es positiva,
aunque pequena, la derivada de la funcion de convexidad. Asi se ha demostrado que la funcién
para la concavidad es creciente, el teorema queda demostrado.

NOTA 2.3. Con las partes segunda y tercera y la continuidad de las funciones, se

concluye que la funcién log-verosimilitud tiene un tnico EMV, para s > 0.

]

EJEMPLO 2.1
Supdngase que se tiene una realizacién zy, ..., 21000 de una distribucién LGG(0, 1, k), para los
valores de k = 5 y kK = 0.5, se desea encontrar los EMV para k, en cada caso.

Con apoyo de la funcion Optimize del proyecto R se realiza una busqueda del pardmetro
K, con la funcién (2.2.9), para cada una de las realizaciones correspondientes, obteniendo
para la primer situacién un estimador con valor &/ = 4.832019... y en el segundo caso & =
0.4941234 .. ., como se puede apreciar en las figuras 2.1.
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-14560 -14520

-14600

Interpretacion de las figuras 2.1, para estudiar el estimador de maxima verosimilitud.
En las figuras (a) en ambos casos se tiene a la funcién log-verosimilitud y como se puede
apreciar es concava y el valor de su méaximo esté en los valores indicados arriba. Por otro lado,
los valores de la funciéon son negativos, muy grandes en valor, para disminuir este valor se
aconseja no multiplicar por el tamafio de muestra la funcién (2.2.9). En las figuras (b) se tienen
las derivadas en ambos casos y como es de esperarse segiin la demostracién del teorema, el
valor de la derivada decrece de valores positivos muy grandes, hasta valores negativos pequenos
proximos a cero, justo en donde tiene su valor maximo la funcién log-verosimilitud. Finalmente
las figuras (c) muestran las segundas derivadas de la funcién log-verosimilitud y como es de
esperarse de la demostracion es creciente, pero siempre toma valores negativos.
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Figura 2.1: Con una muestra de tamafio n = 1000 y parametro de forma k = 5 y k = 0.5, respectiva-
mente: (a) Funcién log-verosimilitud, (b) Funcién de la derivada de la log-verosimilitud y (c)
Funcién de la segunda derivada de la log-verosimilitud
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2.2.3. Estimador de momentos para el parametro de forma de LGG(0, 1, k)

Siguiendo con la busqueda de estimadores para el parametro de forma de la distribucion
LGG(0,1, k), se puede pensar en el coeficiente de asimetria de una variable aleatoria, mismo
que se puede estimar por sus estimadores de momentos.

Teorema 2.2. Sea Z una variable aleatoria LGG(0,1, k), entonces para toda k > 0 y una
realizacion zi, . .., z, se puede establecer un estimador de momentos con base en su coeficiente
de asimetria muestral el cual es unico para cada realizacion.

Demostracion. Utilizando la definicion de coeficiente de asimetria (2.2.12) poblacional y las
proposiciones 1.6 y 1.7 de la distribucién LGG(0, 1, k), resulta

B((Z-pa') ')

VZ[E«Z—MAQFQ ()"

(2.2.12)

Por otro lado, de las propiedades de la funciéon polygamma, ver propiedad 10c de la
funcién gamma, se tiene que ¥’(k) es una funcién estricta decreciente positiva en k, ¢'(k) =
S o (1/(m+ k)?), mientras que (k) es una funcién estrictamente creciente negativa en «,
Y'(k) = =23 (1/(m+ k)?). Luego, el cociente que representa el coeficiente de asimetria
en (2.2.12) es una funcién negativa estricta creciente para todo valor x > 0.

Es decir, la funcién es estrictamente monétona creciente y continua (2.2.12) asigna
a cada valor kK > 0 un coeficiente de asimetria entre [—2,0). Luego, por la monotonia y
continuidad existe su funcion inversa que asigna a cada coeficiente de asimetria un valor tnico
de k.

La demostracion finaliza asignando los estimadores de momentos para E((Z — Mz)3) y
E((Z — pz)?), para cada realizacion z1, . . . , z,. O

NOTA 2.4. A partir de una realizacién z1,...,z, de la distribucién log-gamma
generalizada, se calcula su coeficiente de asimetria, sea éste

L (e 2

~ =1

7= n 3/2
(- 22)”

(+

(2

3=

1

(MG

()™

encuentra que el estimador del pardmetro s, estard dado por & = G1 (’Ay) Como la

Ahora por medio de la funcién continua creciente G(k) = y el valor 4, se

oo
.« m=0 3 . .
funcién G(k) = —2 (etm)—~, su inversa se calcula de la forma que se explica
e} 1
( m=0 (x+m)2 )
en el capitulo siguiente o con un ajuste de curvas.

En el ultimo punto de la nota 2.4 la férmula recursiva para aproximar a & se puede obtener
por medio de la férmula de Newton-Raphson que sera analizada en el siguiente capitulo y para
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el caso que se estd analizado la férmula recursiva queda dada por:

Fmil = Km — (2.2.13)

20 (k) (8" (0m) = (¢ () ")
2 (Ko U (1) — 3(1/}//(,%1))2 '

La aproximacién del valor x,,;; queda determinado por la cantidad de iteraciones de-
seadas o por el error deseado de aproximacion.

2.2.4. Estimador de momentos para la distribuciéon LGG(0, 1, k) con transformacién

En el desarrollo del capitulo previo se demostro que la distribucion log-gamma generalizada se
obtiene a partir de la distribucién gamma, aumentando parametros para hacerla mas flexible,
por otra lado, se requiere estimar el pardmetro de forma, que desde luego no se altera (en la
transformacion de una variable a otra se alteran sus parametros de escala y localizacion, pero
no asi el de forma).

Luego, supéngase que Z € LGG(0, 1, k), es decir, fz(z, k) = k5 Y2 exp (z K—K exp(z/\/ﬁ)),
por lo tanto Y = kexp (Z / \/E) tiene una distribucién I'(k, 1). Por otro lado, cuando se
tiene una variable aleatoria Y € I'(k, 1), entonces Z = /klog(Y/k) tiene una distribucién
LGG(0,1, k).

Puesto que los parametros de forma no cambian con la transformacion, del parrafo an-
terior se puede establecer otro estimador de momentos para el parametro .

Teorema 2.3. Sea Z una variable aleatoria LGG(0,1, k), entonces para k > 0 y una real-
12ac10n 21, . . . , zn, existe un estimador de momentos, k, raiz de la ecuacion dado por

1 u Zi
— exp( A) = 1. (2.2.14)
n -

Demostracion. A través de la transformacion Y = kexp (Z/\/E), se obtiene que Y € I'(k, 1),
luego un estimador de k estd dado por kK = Y, pero en cada Y; se encuentra el parametro,
luego regresando a las variables Z;, se tiene k = > | Kexp (zl / \/E) De donde se concluye el
teorema. [

NOTA 2.5. Para encontrar un valor de este estimador se utiliza la férmula recur-
siva:

20 e o) 1)
LY s (V)

Kmt+1 = Km + (2.2.15)

De la expresion (2.2.14) se puede observar que el cdlculo del estimador ten-
dra serios problemas en el caso de muestras pequenas, puesto que es ficil notar
que en dicha ecuacién juega un papel fundamental la distribucién de los valores de
la variable. Puesto que si existe mayorfa en algin signo la ecuacién (2.2.14) no

tendra solucidn.
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2.3. Comportamiento asintético de los EMV

Como se sabe el método de maxima verosimilitud fue introducido por Fisher en el ano de
1922, con esta técnica se pueden encontrar buenos estimadores para los parametros de una
distribucion, aunque tienen la complejidad que en muchas ocasiones se dificulta encontrar la
distribucion de estos estimadores, debido a que la ecuacién para determinar el estimador no
se resuelve analiticamente y en tal caso el estimador se puede obtener iinicamente de manera
puntual para cada realizacién dada.

Una de las motivaciones de estudiar los estimadores reside en poder obtener su distribu-
cion y estudiar sus propiedades, como el insesgamiento y la consistencia en probabilidad y
error cuadrado medio, con lo que se puede determinar que tan bueno es el estimador. Pero
en caso de no poder obtener el estimador de maxima verosimilitud en forma explicita hace
imposible determinar su distribucién.

En el estudio de la distribucién log-gamma generalizada en su forma estandar se pro-
pusé un estimador de maxima verosimilitud, &1, para el pardmetro de forma x. Este estimador
no se pudo encontrar en su forma analitica, por esta razén se estudiaran los resultados para
el caso asintético de los EMV.

En el caso de muestras grandes se conoce el método score-Fisher, con el que bajo cier-
tas condiciones se puede dar respuesta a la distribucién asintotica del estimador de maxima
verosimilitud.

Teorema 2.4. Sean X, ..., X, variables aleatorias iid con funcion de densidad de probabilidad
f(z;0), 0 € © C R y satisfacen las siguientes condiciones:

1).- %f(x; 0) y g—;f(a:; 0) existen casi en cualquier parte, y son tales que

xe))<H1 x@)‘SHg(zr)

’% )y ’892

en donde fR dx < o0, para j =1,2;

2).- 5 9 log (f(x; 9)) y 892 log (f(x;0)) existen casi en cualquier parte, y son tales que
a).- X tiene la informacion de Fisher finita, es decir,

0 < 1(0) :E([aaelog(f(X;Q))r) < 0.

b).- Cuando 6 — 0,

0? 92
E ({h;saza} 30 log (f(X;60+h)) — BT log (f(X,Q))‘) = 1bs — 0.

Entonces el estimador de mdzima verosimilitud 0, de 0 es tal que /n(6, —0) — N(0,171(9))
en distribucion.

La demostracion se puede ver en Sen y Singer (1993) péginas 205-207. En el caso de la
distribucion log-gamma generalizada se obtuvo el siguiente resultado.
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Teorema 2.5. Sean X, ..., X, variables aleatorias iid con distribucion LGG(0,1,Kk) y Ry el
EMYV para k dado en (2.2.8) del teorema 2.1, entonces para § > 0 y k € [2d,00) se tiene que

Vi(ky — k) 2 N(0,17(k)) con

B fe  ~= (14270 2 41— (k) 272 — 2¢(k)
[(F")_(()_l”ﬂ;o( R R e L

En donde, c(k) = = L +1 y los momentos p; = E(X7)/k7/? la igualdad se cumple cuando

m — oo. Los momentos E(XJ) se pueden calcular con la fgm dada en (1.4.5).

Demostracion. Para probar la implicacion se tienen que comprobar los supuestos del teorema
krE—1/2

2.4, para esto se parte de la funcién de densidad f(x;k) = S eXP (zv/k — /iex/ﬁ), y
considerando que k"2 = exp ((/4,— 1/2) log(/f)) y ['(k) = exp (log F(ka)). Luego, sus primeras
dos derivadas con respecto al parametro estan dadas por:

% - a% exp {(f@ - %) log(x) — log (T'(k)) + zv/k — mefc/ﬁ}
= 7o) om0 = ) = 5+ 1+ 5T = e f =
% :f(x;ﬁ)< {log(/ﬁ) — (k) — i+1+ 2\% VR T wz ff/fr+
v+ gk i+ e e ] )

Ahora se comprobara la condicion 1 del teorema 2.4. En el caso de la primera derivada
la parte entre corchetes es una funcién continua y se analizan los dos extremos del dominio de
k. Para el caso en que kK — oo los términos que pueden tener problemas en la acotacion son
log(k) — %, pero de la propiedad 10a se tiene que log(k) — 1 — 0. En el caso de que k sea
pequena, no hay problemas porque es acotada por abajo (el intervalo es cerrado). Luego,

’af(

’_01’f z;k)| = Hy(z) = e f (x;1), ¢1 — constante.

En el caso de la segunda derivada se analiza de forma similiar, debido a que la expresion al
cuadrado es la misma que se analizé en la primera derivada, quedaria la expresion del segundo
corchete, pero cuando kK — o0 no existen problemas, luego

‘ [ (; k)

B2 ’ = CQ{f(x; /{)‘ = Hy(x) = caf(x;1), ¢y — constante.

La condicién 2b del teorema 2.4 es directa porque

log (f@? “)) = <’<3 - %) log(x) — log (F(K)) + 2k — ke VE
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Su segunda derivada esta dada por:

N S S APV, S VR R
K 2k%  4K3/2 0 2K3/2 4k3/2 4K2
es una funciéon continua en un intervalo cerrado en el que la funcién estd definida y acotada.

Para la informacién de Fisher, se tiene

2

[0 (0] = flogte) = () = 54 14 57— g Ll

Para elevar al cuadrado se denota ¢ = ¢(k) = log(k) — (k) — 5= + 1, para simplificar los
calculos, luego

[aaelog (f(ac;e))}2 _ {H% R, B 2\% x/f12

_ 2 2//i o2/ V5 _9per/VE L X /v
c +4 +e —|—4 +\/E ce +\/E6

N N N
\/E 2% \/E
2+Cx+x2+( 2+(C_1>x+x2>f+(1 x+x2)7f
=c+—=+— —2c+ ———— e - — eve.
VE 4k VE 2K VE 4k
Para calcular el valor esperado se puede utilizar una aproximacién de las exponenciales

por series de potencias con centro en cero, denotando y = \/ig resultan.

2 2 2

[gelog(f(x;e))]z202+cy~|—yz+ <—20+(c—1)y—|—%>ey+ (1—y—|—yz>62y.

Desarrollando la serie e = 1+ 1,y+ 2.y +- -+, y sustituyendo en (—20+ (c=1Dy+ %)6‘1/

se realiza el producto y agrupan sus términos semejantes en y resulta:

Potencia 0: —2c.

Potencia 1: ¢ — 1+ (—2¢) = —c — 1.

Potencia 2:

n
N |=

+ 5(c—1) + 5(—2¢).

Potencia 3:

n
>—A|H

A4 2(c—1)+ % (—20).

Luego, la formula que se obtiene para los términos de potencias mayores a 1

/11 (c—1 2c o
—2c — (c+1)y+; (ﬁ§+ <(j+ 1))! - (j+2)!> Y (2.3.1)
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Similarmente para el otro producto (1 —y + %)(1 + 52y + 5 2%yP 4 )

Potencia 0: 1.

Potencia 1: —1 +2 = 1.

Potencia 2: 1 + £(—2) + 5(2%).

Potencia 3: £1 4+ %(—2%) + 3(2°).

=~ /11 2 4 o
1 —— - 2012, 2.3.2
+y+2(j!4 (j+1)!+(j+2)!> Y (2.32)

Sumando (2.3.1), (2.3.2) con ¢® + cy + Z—Q, tomando una suma parcial de la serie y
aplicando el valor esperado, el teorema queda demostrado. O

Del teorema 2.5 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.6. Bajo las condiciones del teorema 2.5 se concluye:

a) k1 es un estimador asintdticamente insesgado de K.

b) i1 es consistente en ECM para k.

Analizando la descomposicién de la serie de Taylor para la exponencial con centro en
cero se tiene que su aproximacién resulta lenta, una forma de agilizar la convergencia consiste
en utilizar como centro el valor que tenga mayor coincidencia, de tal forma que si se utiliza
E(X) = p la aproximacién al valor de la informacién de Fisher resulta més répida.

Corolario 2.7. Bajo las condiciones del teorema 2.5 el valor de la informacion de Fisher
estd dado

](H):A1+M_§+A2i(i_ 1 N As ) N;‘_+2

4K g 250 26(j+ 1) (J+2)!) g
00 2 /

A2 (i TR S ) gtz

450 G+ D (G+2)! KT

En donde, i = E(X), p; = E((X — p)7) son los momentos centrales, Ay = 8= — 1, Ay =

2Vk

Demostracion. En la demostracién se conservard la notacién establecida en la formulacién del
corolario. Partiendo de la relacién

0 ' 2, e 2t (c—1)x 2? = Tzt oz
[%log (f(x,@))} =c +ﬁ+ﬂ+(—20+T+ﬂ>ef+<1——+—)ef. (2.3.3)
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Sustituyendo en la ecuacién (2.3.3) z =x—pu+p=y+py r? = y*+2uy + p? en donde
y=x—py As:=c/\/k+ u/2k, resulta

Sk

[alog(f(:c‘ﬁ))r:(——i—c> +Ay+y—2+e% A +(( +E)y e
a0 ’ 2/k T g ’ i
2p iz >2 ( M ) Y 1 y?
ve [ (£= -1 S DT
e ((2\/E * 2k \/_ w” )€
Considerando que la descomposicion en series de Taylor con y = 0, se tiene
f L (e B ()
evreE = _ —
n\e/? T a\gR) Y TR Y
ST R AP ) S RS
e — _ —
Luego, realizando el producto por cada una de las series. Para la primer serie se tiene
(c—=1) pu 1 1/1 L/ 1N\2, 1/11\3,
Mt (20 (G a(E) v alz) ve)
(3+ N v+ oY To\E TR Y Ta\R) YT

Al realizar el producto se van agrupando los términos por la potencia de y, obteniendo

V)
S

Potencia 0: As.

Potencia 1: <(c—\/gl) + %) + %(%)Ag en donde ( \/E) i %) _ \%(c— 14 \/Lg> _ _%1/%.
Potencia 2: 5- + %(\%)( 2mf) L1 (f) As

2
Potencia 3: %(ﬁ)i — %(\%) 2f-cf + 3,< > As

Luego, de las potencias 2 y 3 puede verse la regla para el producto

As = ﬁy ! ; B <%>ji - ﬁ <%>]HQ;¢E "0 i 2)! <%)MA3] v

Ag — inlﬁy + ; {% - %(ji A i 2)!143} (%)m. (2.3.4)

Para la otra serie se hace lo mismo, denotando por A, = ﬁﬁ — 1, el producto sera
A4 1 1/ 2 1/ 2\2 1/ 2\3
ot ) (13 (B (S A2 v
= Potencia 0: A%
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» Potencia 1: Ag := Ay/\/k + 24%/\/k.
» Potencia 2: i—l—%(})f}é+2ﬂ< > A2
= Potencia 3: %(\%)i%—;(\f) f}‘i%—;,( ) A2

Luego, de las potencias 2 y 3 puede verse la regla para el producto

Z[1/2\i1 1 2 \Jitl Ay 1 2 \J+2 .
A A2 G (R R () e

.71 24, 4 A2 oy \t2
A2—|—Ay+ E {—.—F - + —1 }2] —— . 2.3.5
TR L gt T G T G 2)! (ﬁ) (2.3.5)

Ahora se multiplica la expresién (2.3.4) por A, y la expresién (2.3.5) por A2 y se suman
con A;. Finalmente se calcula su valor esperado, para esto se considera que E(Y) = 0, por lo
tanto los momentos centrales estéan dados por E((X — p)) = E(Y7) = 1. O

En las siguientes graficas (2.2)-(2.5) se muestran diferentes formas en que se aproximan los
momentos a la distribucién asintética del estimador de maxima verosimilitud para el parametro
de forma de la distribucién LGG(0, 1, ). En general, en todas las graficas que se presenten
para ilustrar la aproximacién con los momentos centrales de la informacién de Fisher se tiene:

1).- La curva en negro representa la distribucién de los estimadores de «, obtenida con 10,000
realizaciones y n = 10, 000,

2).- la curva en azul (Ay,,) corresponde a la distribucién normal con los valores de las real-
izaciones de los estimadores y

3).- lagréfica en rojo (k1,) corresponde a la aproximacién de la distribucién normal, obtenida
con los parametros de la informacién de fisher.

Para k = 0.1 y Kk = 0.5 se obtuvieron, buenas aproximaciones con unicamente tres momentos
centrales, ver graficas 2.2.

100 200 300 400 500 600

0
|
0
|

T T T T T T T T T T
0.098 0.099 0.100 0.101 0.102 0.46 0.48 0.50 0.52 0.54

Figura 2.2: La figura izquierda para k = 0.1 con &1, ~ N(0.1,3.7788 x 1077) y A1, ~ N(0.1,3.4408 x
10~7). En la derecha para x = 0.5 con &1, ~ N(0.5,0.000161) y &1,, ~ N(0.5,0.000151),
ambas aproximaciones se obtuvieron hasta el tercer momento.
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En las graficas 2.3 se muestra cémo evoluciona la aproximacion para £ = 1 con momentos
centrales desde 2 hasta 7.

o | o _] oS
N N N

n _| n _| n _
— — —

o o o
- - -

w0 - 0 - n -
o o o A

T T T T T T T T T T T T T T T T T
0.90 095 1.00 1.05 1.10 0.90 1.00 1.10 0.90 1.00 1.10
2 3 4

o _| o Qo
N N N

o0 _| o _| v
- — —

o _| o | o
- -~ —

n - n - n -
o o o

T T T T T T T T T T T T T T T T
090 095 1.00 1.05 1.10 090 095 1.00 1.05 1.10 0.90 1.00 1.10
5 6 7

Figura 2.3: El nimero de la gréfica representa hasta que momento se usé para la aproximacion de la
distribucién del EMV para x = 1. La distribucién &1, ~ N(1,0.0010) y las aproxima-
ciones: #1, ~ N(1,0.012940), N(1,0.01194), N(1,0.00059), N(1,0.00049), N (1,0.00025)
y N(1,0.0.00054), respectivamente.

Las aproximaciones con los momentos pueden ser de otros tipos, en algunos casos la
distribucion puede quedar con colas mas pesadas y al aumentar momentos las colas pueden
pasar a ser mas ligeras y viceversa, como se muestra en la figuras 2.4.

N
© - —

15

S
—

2 3 4

1 1 1
0.4 0.6 0.8

1 1 1

1.0

0.5
1

1
1

0.2
1

0

1
0.0
0.0

Figura 2.4: En la grafica izquierda se utilizé hasta el sexto momento para k = 2 con k1, ~ N(2,0.0061)
y RF1m ~ N(2,0.0075). En las otras dos gréficas representan la distribucién para k = 5 en
la primera hasta el quinto momento con &1 ~ N(5,0.1990) y A1 ~ N(5,0.1189) en la
gréfica de la derecha hasta el sexto momento con &1, ~ N(5,0.0770) y A1 ~ N(5,0.1199).

El dltimo caso que sera revisado corresponde a x = 10, para aproximaciones de sexto y

séptimo momentos, donde se muestra una mejoria considerable con el séptimo momento, ver
figuras 2.5.
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0.4

0.4

0.3
|

0.2

0.2
|

0.1
0.1

0.0
|
0.0
|

T T T T T T T T T
8 10 12 14 8 10 12 14 16

Figura 2.5: En la grafica izquierda se utiliz6 hasta el sexto momento para x = 10 con &K1, ~
N(10,1.945957) y &1m ~ N(10,0.966055). En la grifica de la derecha hasta el séptimo
momento con kK1, ~ N(10,0.7297578) y K1 ~ N(10,0.9814303).

2.3.1. ;Coémo determinar la distribucién asintética de ~,?

La distribucién asintética de #; esta dada en el teorema 2.5

1

i ——s N(k, —I—l(k)>. (2.3.6)
n—-+4oo n

Se recomienda calcular la matriz de informacion de Fisher con el resultado del corolario 2.7 y

no con la del teorema 2.5. Para esto se puede establecer la siguiente metodologia.

1).- Calcular el estimador de méaxima verosimilitud del pardmetro k, sea éste Ro.

2).- El valor &g sustituirlo en la expresién del corolario 2.7, para esto se utilizan las férmulas
de los momentos centrales dadas en 2.7.

3).- El valor de la varianza para la distribucién asintética se obtiene de forma aproximada y
depende de la cantidad de momentos centrales elegidos.

Con esta metodologia se trazaron las graficas (2.2)-(2.5).
Por ejemplo, si n = 1000 y resulta ~yp = 4, entonces hasta el quinto momento central la

distribucién de &y ~ N(4,0.7981). Para los calculos se utiliz6 la funcién en el proyecto R dada
en el anexo correspondiente al capitulo 2.

2.4. Comportamiento asintético del estimador de momentos

En el estudio de los estimadores para el parametro de forma, x, de la distribucion log-gamma
generalizada se propuso el estimador de momentos del coeficiente de asimetria 7, y se probo que
este estimador es tnico para cada valor de k

L3 (- 2)° "

5= = ! S/Q,dondemj:—Z(zi—Z)J para j =1,2,....

(15 2p) "
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Ademas se demostrd que su correspondiente funcién de momentos centrales

Glr) = (ug)ssm - (@;fb(/-f()?z/z’ donde 1 = E((Z — p)’) para j =1,2,...

es monodtona creciente, por consiguiente tiene inversa, luego

G(r)=v=r=G"(7).

Se encontr6 la funciéon G en forma analitica, pero depende de las funciones polygama
(trigamma y cuatrigamma), por tal razén no se tiene una expresién analitica satisfactoria para
la funcién inversa de GG. Pero se puede proceder a buscar por minimos cuadrados la curva que

mejor ajuste. Asi, el problema de transformar (0, co) N (—2,0) por medio de la funcién G y

: G-l :
su inversa (—2,0) — (0, 00), se resuelve ajustando la curva.

Para el ajuste se tomaron valores de x, de tal forma que el coeficiente de asimetria vario
sus valores desde —1.998 hasta —0.002 con incrementos de 2 milésimas, de esta forma al realizar
el ajuste se encontré la curva de mejor ajuste

1.0517

k=G(y) = (=205

con r* = 0.9785. (2.4.1)

Con esta funcién los mejores ajustes se obtienen cuando k € (0.26,50) oy € (—1.8, —0.14),
los errores relativos son menores a 0.2 y en la mayoria de ellos menores a 0.05.

Note que el ajuste (2.4.1) es proximo a 1/4%, pero esta funcién ajusta bien inicamente
cuando k € (30,62500) o v € (—0.184,0).

NOTA 2.6. Al realizar el ajuste de curvas se encontro la curva que mejor ajusta y
estd dada en (2.4.1) con un coeficiente de correlacién r? = 0.978, pero realizando un
ajuste con una funcién seccionada, se tienen mejores ajustes. Asi, la curva seccionada
que mejor ajusta estd dada por:

0.9367( - #’%) £ 1.9411, si N < —1.500, 72 = 0.9963
2
Nl 3/2\ 2.231 . 9
1.3520( — 2, ) : si —1.500 <~ < —1.102, 72 = 0.9978
1.872
) , si —1.102 <~ < —0.315, 72 = 0.9999
1.998
) : si —0.315 <~ <0, r2 =1

Con respecto al estimador de momentos se tiene que sustituir en (2.4.1) « por su esti-
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mador, obteniendo:
3.0495
(mo)

(2.4.3)

En este momento falta obtener la distribucién asintética del estimador (2.4.3), para esto
son necesarios los siguientes resultados, que se aplican para la convergencia en probabilidad y
distribucion.
Teorema 2.8 (Cramér-Wold). Sean X, X, Xa, ... vectores aleatorios en RP; entonces X, D,

X si y solamente si, para cualquier vector fijo A € RP se tiene A'X,, Dy NX.

La demostracion se puede ver en Sen y Singer (1993) pégina 106.

Teorema 2.9 (Slutsky). Sean {X,,} y {Y,.} sucesiones de variables variables aleatorias tales
que X, Dox y Y, 2 ¢ donde ¢ es una constante. Entonces se cumple lo siguiente:

1).- X, +Y, 5 X +e

2).- XY, 2 cX.

3).- X.)Y, 2 X/e, sic#0.

La demostracion se puede ver en Sen y Singer (1993) pégina 127.

Ahora en el caso cuando la estadistica puede ser expresada como una suma de vari-
ables aleatorias independientes, como son los momentos muestrales, se obtiene una estadistica
asintéticamente normal.

Teorema 2.10. Considérese la estadistica T,, = T(X1,...,X,) donde las Xs son variables

aleatorias iid. Sea T, = G, + R, donde G, = > g(X;) y n~'?R, & 0. Ademds, sea
=1

E(9(X;) = € y Var(9(X;)) = v* < oo y supdngase que (G, — né)/y/nv N N(0,1). En-
tonces (T,, — n&)//nv TN N(0,1).

La demostracién se puede ver en Sen y Singer (1993) pagina 126.

En un caso mas general para la distribucién asintética se encuentra el método Delta,
que da respuesta cuando la estadistica de interés esta afectada por una funcién continua.

Teorema 2.11. Suponga que \/n(T,, — 0)/o N N(0,1) y sea g una funcién continua tal que
g'(0) existe y g(0) # 0. Entonces se sigue que

3
~
Q

(9)) D,

N(0,1).

La demostracion se puede ver en Sen y Singer (1993) pégina 131.

Una generalizacion de este teorema al caso multivariado tiene muchas aplicaciones, cuan-
do se trata de estadisticas que estan relacionadas entre si.
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Teorema 2.12. Sea {T,} una sucesion de p-vectores aleatorios, tales que /n(T, — 6) LN

_ 99(x)

N(0,%) y considere una funcion valuada real g(T,) tal que g(0) = =52 no es cero y

continua en una vecindad de 0. Entonces
Vi (g(T,) — g(8)) = N(0,7%) con 72 = (5(8))'(4(8)).

La demostracion se puede ver en Sen y Singer (1993) pégina 133.

Ahora se formulara y demostrara un resultado para el desarrollo del trabajo.
Teorema 2.13. Sea {X,,} una sucesion de variables aleatorias iid con media ju y varianza o2,
ademds t1, ts € N con t; >ty y E(X;") < 0o. Dendtese al vector T, = (my, — p1},, my, — MQQ)t

con my y W, los t-ésimos momentos centrales muestrales y poblacionales, respectivamente.
Entonces la distribucion asintética de

2
VAT, & N(0,%), con % = ( ooy = H® e, = b ) |
Pty vty = By Hay  Haty, — M,

Demostracion. Sea la diferencia de los j-ésimos momentos centrales muestrales y poblacionales

n n

1 _ 1 N .
_ﬂ;:ﬁ (Xi—X)]—M}:EZ((Xi—M)—(X—M))J—M;
=1 i=1
1 & 1 < _
=2 (K= =)+ 2D > (- 3“() Xi =) (X =™
=1 i=1 s=0

Sustituyendo j por t; y t5 y denotando por

1 n
Gt = n Z (X =)™ =)y ¥ Yigy = (Xi =)' — g, conm = 1,2

n tm—1
Ry, = —Z Z SH( >(Xi—u)s(X—,u)tm_S, conm=1,2
i=1 s=0
Ahora se calcula el valor esperado y la varianza de Y;,,, obteniendo:
E(Yir,) = E((X; — )™ — th)
Var(hec) = Var((%e ) = Yor ()
= E((Xi - )2””) - [B((X; )]
= MIth - th :

Por otro lado, si se desarrolla el producto que se encuentra en R, ;, ., y se calcula su valor
esperado, se tiene que F(X?'™) < E(X?") < oo, luego E(y/nR,,,,) = o(1).
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Fijando dos valores arbitrarios A1, Ay € R, se tiene

Ly = \/ﬁ(/\1(mt1 - /vb:el) + Ao (mu, — '“;:2))

n

1
=+/n (E Z (>\1Y;',t1 + )\21/;@)) + \/ﬁ()\an,tl + )\2Rn,t2)

i=1

1 n
= \/ﬁ (ﬁ 22:1: Wz> + \/ﬁ()\an,tl + )\QRn,tg)

En donde W; = \Y:, + A2Yi,,, parat = 1, 2,...,n son variables aleatorias independientes,
tales que

E(W;) = ME(Yis) + ME(Yis,) =
Var(W;) = XiVar(Yiy,) + X3Var (Yig,) + 220 22C00(Yi4, Yis,)

)

Para la covarianza

Cov(Yin,Yirs) = E((Xi — )" — ) (X — )™ — 3,
= E((Xi — )" — s, 1,
= M:fl-‘rtz - luéll’[ég
ASl’? E<Wl) = 0 y Var(m) = A%(luéh - lu;12) + )\%(/’LIZtQ - /’422) + 2)\1>\2(Iu‘;1+t2 - /’[41”;2>7 con
el teorema clasico del limite central y el teorema de Slutsky y (2.9) para la convergencia en
distribucion se concluye que Z, tiene una distribucién normal asintética. Pero A; y As son

arbitrarios, es decir se tiene una forma cuadratica y por consiguiente del teorema de Cramér-
Wold (2.8) se concluye que el vector T,, tiene una distribucién normal asintética dada por

7 12 / o
ﬁ( e i ) = VT, 2 N(0,%), con 3 = ( Jon i He T ) .
mt2 MtQ Iut1+t2 Iutll’LtQ ILLQtQ lutz
El teorema queda demostrado O

Del teorema anterior se requieren los momentos centrales para determinar la matriz de
varianzas y covarianzas de la distribucién asintotica, para el caso de la distribucion log-gamma
generalizada estandar se proporciona un método para calcularlos.

Teorema 2.14. Sea T' € LGG(0,1, k) con media p, entonces su n-ésimo momento central se

obtiene de (}/(i)) '™ (v)

E((T—p)") = x Términos de {F(") (v)‘vzn} que no contengan a ¢’ (k) para j > 1.

Demostracion. El n-ésimo momento central u!, = E((T — ,u)") se obtiene desarrollando el
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binomio y sustituyendo E(7") por la expresién (1.4.5) y u = /k(¢(k) — log(k))

n n

p = B( (0 (T ) = (-1 () B
=31 () VR — log(w)] " (;Q S (=17 ()TE(w)],_log ()

> S (-1 () ()T )], o) (107 (") o))

.

_ \/E)n (_1)n+i+j+8(riz) (;) (ns—i)wnfifs(li) longrs(H)F(ifj)(U)}U:H, para’i Z]; s.
i=0 j=0 s=0

»

Ahora se probara que todos los términos en donde aparece log’**(k) con j 4+ s > 1 son
cero.

Cuando j + s = 1, se tienen dos situaciones

» Sij=0ys=1=1<n—1, entonces

n—1
DD ) ()0 (k) log ()T (0)]
i=0

= Sis=0yj=1=12>1, entonces

n

DN O () (W) log(m)I D ()],

i=1

Realizando el cambio 7 —1=1¢

—_

n—

(D™ () (T) ()" (8) log ()T (v), _,

~+
Il
o

Sumando ambos casos se obtiene cero, porque son de signo cambiado, (7;) ("I’) = (Zfl) (’T) y
(o) = ("a"):

Cuando j + s = 2, se tienen tres situaciones

= Sij=0ys=2=1<n—2, entonces

n—

(=1 () () (5 )20 log? (R TO (W)

~
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» Sis=0yj=2=12>2 entonces

n

D=0 () ()Y (k) g (I ()]

=2

Realizando el cambio 71 — 2 = ¢

[\

n—

CU ) () () ) g ()T (0)],

t

Il
=)

m Sij=1=i>1ys=1=1i<n-—1, entonces

n—1

S0 Q) ) W) g (NI )

i=1
Realizando el cambio 7 — 1 =t

n—2

S () () (L ) g T,

t=0

Sumando los tres casos se obtiene cero, porque (’Z) (é) ("2_ ’) = (112) (’;2) (”_3_2) ambos términos

tienen el mismo signo y 2(7;) (6) (”2_ Z) = (2_’:1) (”1“1) (”_I_l) con los términos de signo cambiado.
Finalmente se analiza el caso general, cuando j + s = m < n. Partiendo del desarrollo
de las dos situaciones anteriores se puede observar que después de establecer los m + 1 casos

j=0s=m;j=1s=m—1;,..;7=m,s = Oyrealizado los cambios de variables en los

indices de sumatorias se llega a tener que verificar, si Z( 1)7 (QZJ) (HJ) (nn?_?) = 0 para esto
7=0

se desarrollan las combinatorias

m

Y () (E) =

(—1) n! (i 4 7)! (n—1i—j)!
0 (Hﬂ)@—z—ﬁ(Hﬁ—dﬂ@—i—j—m+ﬁ!

i

J

[
Ms

1)7n! Jml
jlil(m (]) ()n—m—z')' '(n— m — i)lm! Z

.
Il
o

! 1—1)" =0
_i!(n—m—z’)!m!( - D" =0

De donde se concluye que lo tnicos términos que quedan en los momentos centrales, son
aquellos que no contienen al factor log(x) . Es decir,

B - r) = 1 S S (e ro o)., (2.4.4)

=0
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Ahora se mostrard que en la expresiéon (2.4.4) después de desarrollar la derivada de
' (v), como se muestra en las expresiones (1.4.7)-(1.4.13), no apareceran los términos que
contengan a 1’ (k) para j > 1.

= Para los términos 1)"(k). Estos términos aparecen al desarrollar I'” (v), que contendrd a
elegir ¢)(k) con su mayor potencia i y coeficiente 1, luego al sumar todos estos términos
se tiene la suma de sus coeficientes

1=0

» Para los términos " %(k), no existen términos con potencia n — 1. Similarmente estos
términos aparecen al desarrollar I'W(v), eligiendo (k) con potencia i — 2, de donde
7 > 2 su coeficiente es (;), luego al sumar todos estos términos se tiene la suma de sus

coeficientes
S E) = S (F) = a1

» En general para los términos ¥ "™ (k), con m < n. Similarmente estos términos aparecen
al desarrollar '™ (v) con (k) a la potencia i —m, de donde i > m que tendra coeficiente
(7;), luego al sumar todos estos términos

> D)) = =D Z (i) () = (1)
i=m 1=0 1=0
™)1 -1 =0.
El teorema queda demostrado. O

Con estos resultados se puede formular un teorema para la distribucion del estimador
R, del pardmetro para una distribucién LGG(0, 1, k).

Teorema 2.15. Sean X, ..., X, variables aleatorias iid con distribucion LGG(0,1,k), tales
que E(X?%) < oo, ademds kq el estimador de r dado en (2.4.1), en forma general ky =
c2

01(_7:1# con ¢y, Ca, c3 constantes reales y mo y ms sequndo y tercer momento central muestral,
. D
entonces \/n(ka — ko) — N(0,72) con

! co

25)
(—pz)es

2,/ 2,/ !

2 o [ C3Hg | Colly CoC3 145 2

7% = (Kag) ( + -2 —(02—03)).
ps® o py? ey

Ro = Cl5V————

En donde, los momentos centrales ,u;- para j = 2,3,4,5,6 estan dados en la nota 2.7.
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Demostracion. Sea T, = (m3), 0 = (’;;ﬂ) y el supuesto F(X?) < oo, luego del teorema 2.13
2

m2
con t1 = 3y ty = 2, se tiene

fg — H5> pE —
vn(T, — 6 ——D—>N0,E conEz( .
(Tn = 6) = N(0.%) il — ity 1y — p?
(15)°2

Por lo tanto, del teorema 2.12 para la funcién ¢(0) = s Y g(T,) =
cumple

Vn(g(T,) — g(8)) = N(0,72) con 7% = (4(8))

Ahora se calcula la derivada

Luego, ¢(0) = ﬁg(_c3/’fé) y la forma cuadrética resulta

C2/;“2
He Ms M3M2 :
g(0
(ué Y — 1 ) ©)

. {ﬂ )i <ua - ) = 2 s

El teorema queda demostrado. O

NOTA 2.7. Del teorema 2.14 y las expresiones (1.4.7)-(1.4.13), resul-
tan los primeros 7 momentos centrales para una distribucion LGG(0, 1, k):
ET—p) =0

)

)

) [0+ 3(0'(x)°]

)° [ () + 109/ ()9 ()]
)

)

Del teorema 2.15 se deduce el siguiente corolario.

Corolario 2.16. Bajo las condiciones del teorema 2.15 se concluye:
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a) ko es un estimador asintdticamente insesgado de K.

b) o es consistente en ECM para k.

Con la finalidad de simplificar los cdlculos para la obtencién de los momentos centrales
de la distribucién log-gamma generalizada estandar, a partir de la demostracién del teorema
anterior y calculos de la derivada de la funcién gamma, ver (1.4.7)-(1.4.13), se puede estable-
cer una regla para determinar los términos que apareceran en los momentos centrales de la
distribucion log-gamma generalizada en su forma estandar. Para esto se establece la siguiente
notacion: (i, j, k) representara al término @ (k)1 (k)y® (k), para i, j, k € N, por ejemplo
(1,3,1) — (wl(H))me(H). Luego, la regla para determinar el k-ésimo momento central es la
siguiente:

1).- Todos los términos tienen al factor comin (\/E)k

2).- Tienen al término *~ (k).

3).- Los términos (k — 2) — 2 se forman con (1,k —3), (2,k —4),...,(k—3,1).
4).- Los términos (k — 3) + 3 se forman con (1,1,k —5), (1,2,k —6),.. ..

5).- Asi, sucesivamente hasta que (k — s) < s.

En este caso la notacién (3) — 2 significa que el el término con derivadas de orden 3 se
forma con las combinaciones de 2 factores 1) cuyos érdenes de derivadas sumen 3 y que sean
mayores a cero. En este caso solo existe una combinacién de dos factores (1,2). Similarmente
(5) — 3, se obtiene con combinaciones de 3 factores cuyas derivadas de orden sumen 5, (1,1, 3)

y (1,2,2).
EJEMPLO 2.2
Se revisaran los términos del quinto al noveno momento.

1).- E(T — p)®, en este caso k = 5, luego tiene los términos:
= W (k),
» (3) — 2 se forman con (1,2), luego tendra el término ' (k)y" (k).
2).- E(T — )%, en este caso k = 6, luego tiene los términos:
= v(k),
» (4) — 2 se forman con (1,3) y (2,2), luego tendra los términos ¢'(k)y" (k) y (1#”(/&))2
s (3) — 3 se forman con (1,1,1), luego tendrd el término (g[/(/-z))g.

3).- E(T — )7, en este caso k = 7, luego tiene los términos:
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= O (r),
= (5) — 2 se forman con (1,4) y (2, 3), luego tendrd los términos 9’ (k)™ (k) y 3" (k)" (k)
4) — 3 se forman con (1, 1,2), luego tendré el término (@D’(/{))Qg/)"(m).

—~

4).- E(T — u)®, en este caso k = 8, luego tiene los términos:

= (k)
(

6) — 2 se forman con (1,5), (2,4) v (3,3), luego tendrd los términos ¢'(k)y® (k),
V() (R) y (V" (k)"

= (5) — 3 se forman con (1,1,3) y (1,2,2), luego tendrd los términos (w’(n))zw”’(n) y

() ("(x))".

» (4) — 4 se forman con (1,1, 1,1), luego tendra el término (¢’(m))4.

Realizando los célculos para los coeficientes se encontré el octavo momento central de la
distribucion log-gamma generalizada en su forma estandar.

2

E(T = p)* = (V)" [0 () + 280/ (5) ' (k) + 560" (r) Y () + 35 (4" (1)) "+
+210(¢/ (1)) 0" (i) + 2800 (1) (¥ (k) + 105 (zp'(ﬁ))“]. (2.4.5)

5).- E(T — pu)?, en este caso k = 9, luego tiene los términos:

= PO (k),
= (7) — 2 se forman con (1,6), (2,5) vy (3,4), luego tendré los términos (k) ® (k),
' (£)YO (k) y PP () (k)

» (6) — 3seforman con (1,1,4), (1,2,3) vy (2,2,2), luego tendrd los términos (1/1’(/1))21/)(4)(%;),
3
V()Y (R)U" (k) y (¥ (K))"
» (5) — 4 se forman con (1,1, 1,2), luego tendrd el término (w’(m))sw”(/@).
En las graficas (2.6) se muestran algunas aproximaciones para la distribucién asintética

del estimador de momentos para el parametro de forma de la distribucion LGG(0, 1, ). En
general, las curvas representan lo siguiente:

» La curva en negro representa la distribucion de los estimadores de x, obtenida con 10,000
realizaciones y un tamano de muestra n = 10, 000,

» la curva en azul (A2,) corresponde a la distribucién normal con los valores de las real-
izaciones de los estimadores y

» la gréfica en rojo (As,) corresponde a la aproximacion de la distribucién normal, obtenida
con los valores del teorema 2.15.
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Para el caso de interés, dado en (2.4.1), se tiene ¢; = 1.0517, co = 3.0495 y ¢3 = 2.033.
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Figura 2.6: Muestran las distribuciones aproximadas del pardmetro % con valores 0.1, 0.5, 1, 2, 5 y 10, obte-
niendo: &g, ~ N(0.0802,0.000886) y Aoy ~ N(0.0810,0.000793); f2q ~ N(0.5273,0.000696)
y Rom ~ N(0.5277,0.000571); R, ~ N(0.9441,0.000482) y Koy ~ IN(0.94460.000407);
Roqa ~ N(1.9256,0.005927) y Rom ~ N(1.9275,0.003634); ko ~ N(5.0016,0.076203) y Rop ~
N (5.0095,0.038852); Rag ~ N(9.9790,0.559955) y fom ~ N(10.0027,0.262725), respectivamente.

Las gréaficas muestran las distribuciones del estimador de momentos, nétese que en gen-

eral la distribucion de la estadistica ajustada tiene colas mas pesadas que la distribucién del
estimador de momentos.
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2.4.1. ;Coémo determinar la distribucion asintética de <5?

La distribucién asintética de &9 esta dada en el teorema 2.15

fip —— N(k:z, 172), (2.4.6)
n—-+00 n

en donde el valor de el valor de 7 estd dado en el mismo teorema 2.15. Para determinar la

distribucion asintética de ko se puede establecer la siguiente metodologia.

1).- Calcular el estimador de momentos del parametro k o del coeficiente de asimetria v, sea
éste Ro.

2).- Con el valor célculado y la funcién seccionada que mejor ajusta la inversa de G, dada
en la nota 2.6, determinar los valores de las constantes ¢, co, c3.

3).- Con las constantes determinadas y las expresiones del teorema 2.15 calcular la media y
varianza de &s.

Con esta metodologia se trazaron las graficas (2.6).

Por ejemplo, para n = 1000 resulté kg = 0.4, entonces la distribucién del estimador
Ro ~ N(0.40223,0.05935). Para los célculos se utilizé la funcién en el proyecto R dada en el
anexo correspondiente al capitulo 2.
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Capitulo

Estudio de los estimadores de k por
Simulacion

3.1. Introduccidon

En el estudio de las distribuciones muestrales es muy importante el conocimiento sobre la
distribucion de la poblacion. Como se sabe esto se puede lograr por medio de una prueba de
hipdtesis, para el caso de estudio se llevara a cabo en el siguiente capitulo.

En el presente capitulo se continuard revisando la parte que esté atras de una prueba de
bondad de ajuste, puesto que como se sabe ésta inicia desde la busqueda de los estimadores que
se utilizaran en la prueba de ajuste. En el capitulo previo se propuso tres estimadores, sobre los
que se llevo a cabo un desarrollo analitico para demostrar su existencia y unicidad, también se
estudio el comportamiento asintético del estimador de momentos y el de maxima verosimilitud
obteniendo su distribucién y demostrando que son consistentes en ECM y asintéticamente
insesgados. Ahora con los estimadores propuestos la etapa que sigue consiste en realizar un
estudio estadistico sobre su comportamiento, porque se debe buscar al estimador con base
en las propiedades deseables de un estimador puntual, como son: suficiencia, insesgamiento,
consistencia en probabilidad y consistencia en error cuadrado medio.

El problema en el estudio de las propiedades de un estimador, reside en que existe una
gran cantidad de distribuciones de las que no se tiene un conocimiento profundo sobre su
comportamiento o en ocasiones éstas son bastante complicadas. Por tales razones se crean
desarrollos por métodos de simulacién para dichas distribuciones, tal es el caso de la distribu-
cion que se estd estudiando, la log-gamma generalizada. En el capitulo anterior se inicié con
el estudio sobre su distribucién asintética, ahora se analizaran sus propiedades de estimacion,
insesgamiento y consistencia en error cuadrado medio, pero debido a que no se conoce la
distribucion de cada uno de los estimadores esto se realizara por medio de la simulacion.

Asi, en esta parte del trabajo se lleva a cabo un estudio detallado de simulacién sobre la
distribucion log-gamma generalizada en su forma estandar, para esto se hace referencia y en
ocasiones (cuando sea un poco mas complicado) se detallan los métodos numéricos requeridos
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para realizar toda la simulacién. El andlisis inicia desde la generacion de niimeros aleatorios
de la distribucién en estudio, continuando con la busqueda de cuantiles y con estas técnicas
estudiadas se pasa a la parte estadistica, en donde se corraboran los resultados asintéticos
obtenidos en el capitulo 2. Para esto ultimo se calcula por simulacién el error cuadrado medio
y varianza, para determinar si son o no insesgados los estimadores. Lo anterior se lleva a cabo
tanto para muestras pequenas como muestras grandes.

3.2. La generaciéon de nimeros aleatorios

La generacién de ntimeros aleatorios aunque es una tarea bastante conocida, sigue teniendo
dificultades en su aplicacion para las distribuciones poco conocidas o de nueva creacion, segin el
tipo de fenémeno en estudio. Es conocido que los paquetes estadisticos tienen varias funciones
para generar numeros aleatorios de las distribuciones més populares. Un paquete bastante
completo en este sentido es el Proyecto R, puesto que tiene funciones para un gran nimero de
distribuciones.

La cantidad de distribuciones es tan amplia como los mismos fenémenos que ocurren en
nuestro alrededor, por tales motivos es importante tener en mente algunos métodos o técnicas
para generar la distribucion que se desea estudiar. Por ejemplo, algunos de los métodos mas
utilizados son:

1).- Método de Aceptacion-Rechazo.

2).- Método de Transformacién inversa.

3).- Método de Composicién.

4).- Método de transformaciones.

5).- Método de congruencias multiplicativo.

6).- Método de Fibonacci.

7).- Método de Generacién de vectores aleatorios.

8).- Método Polar para la generacién de variables aleatorias normales.

Asi, cuando se tiene una situacion en la que no se conoce cémo generar la distribucion
aleatoria, es posible intentar la generacion de la distribucion a estudiar con alguno de estos
métodos o combinacion de ellos. Una consulta de estos métodos se puede llevar a cabo en el

libro de Sheldon [35].
3.2.1. Método de aceptacion-rechazo, generacion de la distribucion LGG(0, 1, k)

Para la generacion de ntimeros aleatorios de la distribucién log-gamma generalizada estandar,
después de estudiar su forma y propiedades en el capitulo 1, ver figuras 1.2, 1.3 y 1.4 y el
método de aceptacion-rechazo junto con el soporte de esta distribucién, se puede pensar en la
distribucion normal como funcién envolvente.

Al estudiar la familia log-gamma generalizada se puede observar que su cola izquierda
es sumamente pesada, por tal razon la funcién envolvente en la que se pensé al inicio (normal
estandar) puede traer dificultades como funcién envolvente. Luego, del conocimiento de la
media y varianza de la log-gamma generalizada se puede pensar, como funciéon envolvente, en
la distribucién normal con la media y varianza de la log-gamma generalizada.

Asi, para la generacién de ntimeros aleatorios de la distribucién log-gamma generalizada
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se utilizard la distribucién normal, con media = /k (¢ (k) — log(k)) y varianza o2 = k/(k),
como funcion envolvente. Por lo tanto, para poder aplicar el método se tiene que maximizar

rh—1/2 T
0.1 Wexp <[E K — Kexp (—R)>
méxM — mix — - /) (3.2.1)
’ QS(J:’ ahd ) ’ o 127r exXp ( B 20}2 )

Reduciendo la expresién (3.2.1), resulta que se tiene que maximizar con respecto a x la

funcion )

méix {exp (x\/E+ % — kexp (%)) } . (3.2.2)

Al tratar de obtener el maximo, se observa que la funciéon depende del valor x, luego es
propicio analizar como influye este parametro en la maximizacion.

Se observé que las colas de la distribucién log-gamma generalizada eran muy pesadas y la
influencia puede ser grande, esto se aprecia al analizar el exponente de la funcién exponencial.

Cuando x < 0 el crecimiento lo dicta (x — p)?, es decir, la funcién serd creciente tipo
exponencial z2, en el caso de z > 0 el crecimiento lo dicta e*/V¥, pero tiene su coeficiente
negativo y esta como exponente de la funciéon exponencial. Por consiguiente, la funcién en el
sub-eje positivo se aproxima a cero rapidamente.

Gréficando la funcién (3.2.2) se tiene una idea mas precisa de céomo influye el valor
de k en la busqueda un valor que acote el cociente entre la funciéon de densidad de la log-
gamma generalizada y su envolvente, en donde se puede apreciar que no es posible encontrar
la constante del método de aceptacion y rechazo. En la figura 3.1 se puede apreciar el analisis
planteado, por lo tanto, no es posible aplicar el método de aceptacion-rechazo para esta familia
de distribuciones.

10

T T T T T T
-10 -8 -6 -4 -2 0

Figura 3.1: Gréficas de la funcién que se debe maximizar para que la funcién envolvente sea una N (u, 02),
para valores de k = 0.2,0.3,...,1.2, no tienen un maximo absoluto para generar nlimeros
aleatorios de la distribucién LGG(0, 1, k).
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3.2. LA GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS

3.2.2. Método de transformaciones, generacion de la distribucion LGG(0, 1, k)

Las dificultades que se tienen en la aplicacion del método de aceptacion y rechazo, consisten
en que la cola izquierda es muy pesada, sobre todo para valores pequenos del pardmetro de
forma. Luego, se recurre a un método alternativo por medio transformaciones.

En el desarrollo del capitulo 1, se reviso la procedencia por medio de transformaciones de
la distribucién I'(x, 1) a la distribucién LGG(0,1, k). La idea ahora consiste en aplicar dichas
transformaciones a la inversa, realizando el seguimiento de la seccién 1.3 se tendra lo siguiente.

Sea Z una variable aleatoria de la distribucién LGG(0, 1, k), realizando la transformacién
Y = kexp (Z / \/E) se obtiene que Y € I'(k, 1). Inversamente, se puede regresar a la distribucién
LGG(0,1, k), partiendo de Y, por medio de Z = /klog (Y/K). Es decir, para generar nimeros
aleatorios con distribucién LGG(0, 1, k), se pueden generar nimeros aleatorios con distribucién
I'(k, 1), posteriormente con Z = /klog (Y/ /@) se obtendran los ntimeros aleatorios deseados.

Una forma de comparar graficamente si los niimeros generados provienen de una dis-
tribucion dada, se traza la gréfica de la distribucién generada y compara con la funciéon de
densidad correspondiente. En el caso de estudio se tiene la figura 3.2.

0 n 0
™ — ™ - ™ -
o o IS
o o o
& & @
[S) S S
Ire) 0 0
S V. A
o o o
o o o
N N~ N
<] S )
) ) )
- - - - —
<] o o
o o o
- — -
o S S
IT) IT) 0
S 4 S o
[S) [S) S
o \\ o o
S S S
IS IS IS

(a) (b) (©

Figura 3.2: Generacidn de nimeros aleatorios LGG(0, 1, k) por el método de la transformacién, k = 0.5:
(a) n =500, (b) n = 1000y (c) n = 10,000 repeticiones. La linea negra es el resultado de la
generacién de niimeros aleatorios, la otra linea (roja) la funcién de densidad LGG(0,1,0.5).

Interpretacion de la figura 3.2, cuando se generan 500 nimeros aleatorios de la distribu-
ciéon LGG(0,1,0.5), se puede apreciar que se asemejan un poco a la funcién de distribucién (ver
figura 3.2a), con 1000 ndmeros aleatorios las distribuciones casi coinciden (ver figura 3.2b).
Se sabe de la teoria de simulacién que una cantidad apropiada para la generaciéon de una
distribucion aleatorio debe ser mayor a 5,000 repeticiones, en este caso se realizaron 10,000
repeticiones y las distribuciones casi coinciden, se observa en la figura (3.2c) que ambas fun-
ciones casi coinciden una esta arriba de la otra.
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3.2.3.

La estimacion del pardametro x en general resulta un problema con grandes dificultades numéri-
cas, puesto que una buena generacion depende no sélo del valor de x, sino del tamano de la
muestra n. Por ejemplo en el cuadro 2.1 se mostraron los porcentajes tedricos de valores de z

Comentarios sobre la generaciéon de muestras aleatorias de LGG(0, 1, k)

que deben ser negativos en la muestra, con esto se puede concluir que en general el promedio
de estos valores debe ser negativo, ademas de que son sesgados a la izquierda. Pero al generar
muestras de tamanos pequenos, puede ocurrir que dichos valores no se distribuyan conforme al
porcentaje de la tabla 2.1, llegando incluso a ser contrario, lo que ocasionaria sesgos derechos y
en consecuencia el valor de k < 0, lo cual no puede ocurrir. Este problema disminuye conforme
se tomen muestra grandes.

En la tabla 3.1 se muestran los porcentajes en 100,000 realizaciones que resultaron con
promedios positivos, luego darian valores estimados de k negativos, que indicarian resultados

erréneos.
Valores de
n 0.1 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1 2 3 4 5 10
10 | 0.006 0.111 0.509 1.138 1.847 2.851 3.660 4.762 5.651 6.585 14.13 18.9 222 24.6 31.5
20 0 0001 0.010 0055 0126 0307 0558 0.770 1.130 1432 6.13 103 13.7 163 244
30 0 0 0 0 0014 0024 0077 0159 0222 0395 277 59 87 11.3 195
40 0 0 0 0 0.002 0007 0008 0034 0060 0090 135 35 59 81 161
50 0 0 0 0 0 0001 0.004 0007 0022 0027 067 21 38 59 133
60 0 0 0 0 0 0 0001 0.002 0003 0005 031 13 28 42 110
70 0 0 0 0 0 0 0 0 0001 0004 0.17 08 1.9 32 94
80 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0002 009 05 14 23 79
90 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0001 004 03 09 1.7 66
100 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 002 02 06 13 57
Cuadro 3.1: Porcentaje en 100,000 corridas con promedio de valores positivos
3.3. Métodos para calcular valores de una funcién inversa

El problema del célculo de valores para una funcion inversa es el mismo que la solucién de una
ecuacién f(z) = ¢, ¢ constante. Es decir, cuando la ecuacién no se puede resolver en forma
analitica o es demasiado compleja, se recurre a los métodos numéricos de aproximacion, como
son: Bisecciones, regla falsa, punto fijo, Newton-Raphson, secantes, Steffensen, etcétera.

El método més empleado en estos casos es el de Newton-Raphson, por su sencillez y
poderio, estd restringido a las siguientes condiciones para que sea convergente en (a,b):

1).- La funcién f(x) — ¢ sea continua en (a, b).

2).- La derivada también sea continua y ademés diferente de cero en (a,b).

3).- La segunda derivada sea continua y no cambie de signo en (a,b).

4).- Elsigno de la segunda derivada, debe coincidir con el de la funcién evaluada en la semilla.

El método es tan poderoso que generalmente se usa sin comprobar las condiciones ante-
riores, en caso de no converger rapidamente es que alguna de las restricciones no se cumple.

La formula recursiva del método en el caso de una variable es la siguiente

f(z,) — C'

e (3.3.1)

Tn41 = Tp —
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Aunque el método de Newton-Raphson es tan poderoso, en ocasiones es necesario ayu-
dar al método en la busqueda de las raices, puesto que en situaciones en donde intervienen
funciones exponenciales los valores de la funcién suelen ser muy extremos, o muy grandes o
muy pequenos, dependiendo del signo del exponente. En la distribucion que se esta revisando
en el trabajo se tienen ambas situaciones, puesto que contienen al exponente z//k, en donde
x puede tomar valores en todo R, luego cuando x es pequeno los valores del cociente z/\/k
pueden cambiar abruptamente de positivos a negativos, en el primer caso la exponencial cre-
ceria mucho muy réapido y en el otro se aproxima también mucho muy réapido a cero, situaciones
que dificultan calculos con la distribucién L(0, 1, ).

En la busqueda del valor de la funcién inversa, el método de Newton-Raphson en oca-
siones resulta dificil de implementar porque las colas de las distribuciones son pesadas y en
tal caso se debe aproximar en valores del argumento grandes, lo que haria que el valor de la
funcién de densidad sea muy pequeno, de tal forma que numéricamente se sustituye por cero.
En esta situacion se recomienda utilizar el método mas sencillo para la solucién de ecuaciones,
el método de bisecciones.

El método de bisecciones la 1inica condicién que pide es la continuidad de la funcién, el
problema que representa es que la rapidez de convergencia es muy lenta.

En ocasiones otro problema que se tiene en la busqueda de las raices de una ecuacion es
que los valores pueden ser muy pequenos, en estos casos lo que se recomienda en los calculos
es utilizar transformaciones homotéticas, que amplien el segmento de la bisqueda y utilizar el
hecho de que si f(ax) = 0 tiene como raiz a xzp, entonces f(z) = 0 tiene como raiz ax.

EJEMPLO 3.1

Encontrar las rafces de la ecuacién f(x) = 2¢ 800002

6—3000003: —1=0.

Soluciéon. Cuando se resuelve la ecuacion por algiin método numérico o paquete matematico
la raiz por default es x = 0, pero tiene otra raiz muy préxima a cero que nunca la encontraran
los paquetes, a no ser que se limite la bisqueda. Una forma sencilla para determinar la raiz,
consiste en realizar una homotecia y analizar, por ejemplo la ecuacién 2e=%%Y — =03y 1 =0
que resulta de sustituir en la ecuacién original x por y x 1079 cuya raiz resulta en forma
aproximada 1o = 7.361173037 . .., entonces la raiz de f(x) = 27800007 _ =300000z _ 1 — () gg
xo = 7.361173037 x 1076 .. ..

En la figura 3.3 se muestran 3 funciones hométeticas,2e 9089 — =03y 1 2708y =3y 1
y 2e7% — e73% — 1, se observa que las tres tienen una raiz en 0 y la otra es 7.361173037 .. .,
0.7361173037 ...y 0.07361173037 . . ., respectivamente.

3.3.1. Método para calcular cuantiles de una distribucién

La busqueda de los cuantiles en el estudio de las distribuciones es un tema muy importante,
pero de apariencia sencillo, puesto que el problema en si es simple de resolver en forma simbdli-
ca, como se vera a continuacion.

Sea X una variable aleatoria continua y F(z) su funcién de distribucién, supéngase que
se conoce el valor de la probabilidad acumulada que es denotada por «, y se desea conocer
el valor de la variable X tal que F(x) = «. La solucién es sencilla debido a que la funcién
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Figura 3.3: Graficas de las funciones hométeticas para resolver la ecuacién 2¢ 80000z _ =300000z _ 1 —

de distribucion es continua en todo R, mondétona no decreciente y diferenciable en todos los
puntos, excepto en los puntos de discontinuidad de la funcién de densidad de X, luego con
estas propiedades se concluye que F(z) tiene inversa excepto en los segmentos en donde es
constante. En el caso particular en que F(z) sea mondtona creciente existe su inversa y el
problema de encontrar el cuantil o queda expresado de la siguiente forma

Fx)=a=z=Fa). (3.3.2)

Entonces el problema de encontrar un cuantil determinado esta resuelto, pero en realidad
las dificultades que se tienen en este caso se refieren a encontrar la funcién inversa de la
funcién de distribucién acumulada. Por ejemplo en el caso de la distribuciéon normal estandar,
es conocido que existe la funcién inversa de la distribucién acumulada, pero ésta es la inversa
de la integral F(z) = \/%7 ffoo e/ 2dz, que como se sabe dicha integral no se puede resolver
analiticamente.

La pregunta obvia es qué hacer en estos casos, la respuesta resulta también obvia, emplear
los métodos numéricos para resolver la ecuaciéon F'(x) = a. Entonces la solucién de la ecuacién
anterior cuando no se tiene la expresion de la funcién inversa para F', se puede resolver por
métodos numéricos.

En el caso particular cuando F(z) es diferenciable en todo R la respuesta se da en la
siguiente proposicion.

Proposicién 3.1. Sea X una variable aleatoria continua con funcion de densidad f(x) y
distribucion F(x) diferenciable en todo R, entonces la ecuacion F(x) = « se puede resolver
por el método iterativo de Newton-Raphson dado en 3.3.1

Q . .
Tpil = Tp — ) con semilla zg si f(xo) # 0. (3.3.3)

Demostracion. La comprobacion resulta inmediata del método de Newton-Raphson y la propie-
dad de que F(z) es diferenciable en todo R. O
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Note que al ser z,, un valor especifico y en caso de no conocer o poder resolver analitica-
mente la inversa de la funcién de distribuciéon acumulada se puede calcular la integral repre-
sentada por F(z,) con algin método numérico, por ejemplo el de simpson 1/3.

En la expresiéon 3.3.3 se divide entre la funcién de densidad y como se menciond al final de
la seccion 3.3, en ocasiones esto puede ocasionar problemas porque las colas de la distribucion
pueden ser pesadas, de tal manera que para obtener el cuantil requerido es necesario considerar
valores muy negativos en caso de cuantiles pequenos y distribuciones con soportes en R o de
valores muy grandes en caso de cuantiles proximos a 1, lo que ocasiona que la funcién de
densidad tenga que ser evaluada en valores que resultan casi cero, por cuestiones de cémputo
se sustituyen los valores por cero y los programas mandaran un error de céalculo.

En esta situacion se recomienda utilizar el método de bisecciones, puesto que la funcién
es continua y ésta es la inica restriccién del método (con exclusién del cambio de signo en un
intervalo cerrado).

3.3.2. Método para calcular cuantiles de la distribuciéon LGG(0,1, k)
Al generar la distribucién aleatoria por medio de una transformacién se abre otro camino para
calcular los cuantiles de la distribucion LGG(0, 1, k).
Forma 1.

En la subseccion 3.2.2 al generar ntimeros aleatorios, se realizé una transformacion a la
distribucién gamma con parametros x y 1. Ahora se puede utilizarla en orden inverso para
regresar a los cuantiles de la distribucién LGG(0, 1, k).

Sea P(Z < z) = Fz(2) = a con Z € LGG(0,1,k), y se desea conocer el valor z, esto
se puede lograr, calculando y = Fy'(a) en donde Y € TI'(k, 1), posteriormente se realiza el
cambio de variable z = /k log (y//{)

Forma 2.

En ocasiones los valores de los parametros son demasiado pequenos o grandes, de tal
forma que pueden ocasionar problemas de desbordamientos en el proyecto R, en estos casos se
recomienda realizar los calculos con la férmula recursiva (3.3.3), sustituyendo la integracién
por algin método numérico, como puede ser simpson 1/3.

Tn 3
f ”K—l/?exp (z K — /iez/‘/g>dz -«
—00

F(z,) —« ()
T4l =Ty — ——F——~— = Tp, — p—y , Zo. (3.3.4)
fza) T eXP (xn\/E — Hew”/ﬁ>

La eleccién de la semilla x( es sencilla cuando el valor de Kk > 1, se puede utilizar la
semilla conforme a los valores de sus puntos de inflexién calculados en (1.3.6). Es decir, para
cuantiles pequenos se utiliza el punto de inflexién izquierdo z; = v/klog (1 + i — iM)
y para cuantiles grandes el punto de inflexién derecho zo = /klog (1 + i + i\/m)
El uso de los puntos de inflexién es para que se cumplan las propiedades 3 y 4 del método
de Newton-Raphson. En caso de valores pequenos de x resulta siempre un poco complicado,
porque la distribucién es casi horizontal, situacién que dificulta encontrar la semilla, puesto
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que deberd ser un valor negativo grande en valor absoluto y como se ha comentado en las
secciones previas, la evaluacién de la funcion de densidad en estos valores es sustituida por
cero mandando el programa errores numéricos por la indefinicién de las operaciones.

Se ha mencionado que el problema anterior se puede resuelve utilizando el método de
bisecciones para resolver la ecuacién F'(x) — ¢ = 0, en este caso no hay problemas porque la
funcion es continua.

3.4. Estimadores para la simulacion

En el capitulo previo se propusieron tres estimadores para el pardmetro de forma de la dis-
tribucién LGG(0, 1, k).

3.4.1. Estimador %, de maxima verosimiltud

En el capitulo previo se planteo el problema de los estimadores de maxima verosimilitud
para los pardametros de la distribuciéon LGG(€, 0, k) y LGG(0, 1, k) mostrando que dichos esti-
madores existen, en muestras de tamanos considerables en donde se conservan los porcentajes
de valores negativos y positivos dados en la tabla 2.1, pero no se pueden obtener en forma
analitica. Por otro lado, en la tabla 3.1 se dieron los porcentajes de promedios positivos para
tamanos de muestra de 10 hasta 100 con saltos de 10, por ejemplo en el caso de un tamano
de muestra 10 y x = 10, los calculos se pueden interrumpir casi una tercera parte del tiempo,
porque aproximara a valores del estimador negativos, pero éste no pude ser negativo, ademas
que para valores pequenos de las muestras en cada corrida puede dar valores muy alejados
del valor del parametro. En estos casos se recomienda realizar una cantidad considerable de
corridas y como estimador tomar el promedio de éstos.

Para determinar el estimador de maxima verosimilitud en el caso estandar se puede
utilizar la funcién optimize del proyecto R o como se establecio en el estimador 1 en la ecuacién
resultante para la busqueda del maximo relativo.

En el caso de dos o mas parametros la buisqueda se complica considerablemente porque
tienen una infinidad de direccién para realizar la aproximacién de las estimaciones para los
parametros. En estos casos se recomienda utilizar la funcién optim de R, de la siguiente forma.

Paso 1. Buscar una estimacién de los parametros, por medio de un recorrido por ciclos
en cada variable, y acotar los valores de los parametros que dan un valor mayor en la funcién
de maxima verosimilitud.

Paso 2. Después de acotar los valores de los estimadores en un intervalo, cuya longitud
depende del comportamiento de la funcién de verosimilitud. Se generan 5,000 valores uniformes,
dentro de los segmentos determinados en el paso 1, para cada variable. Se evalia la funcién
de verosimilitud en combinaciones de estos valores y se elige la que da un valor méximo de
verosimilitud, que representard una estimacién para los EMV de los parametros.

Note que este método es de bombardeos aleatorios en la region de acotacion de los valores
de los parametros en que se encuentra el éptimo, de tal forma que mientras mayor sean los
recorridos y menores los intervalos de busqueda del 6ptimo es muy probable que los valores
obtenidos sean los estimadores de maxima verosmilitud para los parametros.
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3.4.2. Estimador x5, de momentos

El segundo estimador propuesto en el capitulo previo, se refiere al estimador de momentos que
se calcula con el coeficiente de asimetria para la muestra. La forma de calcular a este estimador
hace que tenga una importancia en el estudio de la simulacién, porque practicamente los dos
primeros estimadores inician con éste.

Lo anterior se debe a que el estimador

n
LS (i —2)°
/%2 = Gil =1

(% i(zi - Z)2>3/2

=1

Y

se basa unicamente en los valores muestrales.

Por lo anterior el estudio del estimador 49 es de suma importancia para la obtencién de
los resultados en el siguiente capitulo, en donde se calcularan el tamano y la potencia de la
prueba.

En el célculo de este estimador se pueden tener problemas cuando el coeficiente de
asimetria sea negativo, porque en dichas condiciones el parametro estimado resulta negativo,
lo que no puede ocurrir. En estas condiciones hay que hacer un filtro inicial para realizar
simulaciones bootstrap.

Otro problema en su calculo consiste en decidir que formula utilizar para encontrarlo,
puesto que se pueden emplear las técnicas revisadas en la seccién 3.3. Pero también es posible
utilizar la férmula (2.4.3) encontrada al realizar el ajuste de la funcién inversa para determinar
el estimador de momentos.

3.4.3. Estimador <3 de momentos

El tercer estimador propuesto en el capitulo 2 se refiere al estimador de momentos obtenido
mediante una transformacién, mismo que resulta de resolver la ecuacién

%Zg";exp(

&) — 1. (3.4.1)

El calculo de este estimador es el que presenta mayores dificultades en muestras pequenas,
debido a que los porcentajes de valores negativos y positivos de las variables generadas con fre-
cuencia no se conservan, en consecuencia la suma de los términos en (3.4.1) nunca cambiard de
signo, es decir no tendra solucién la ecuacion.

Después de revisar las tres subsecciones sobre los estimadores del pardmetro s se puede
notar que en caso del andlisis asintotico que se revise, serd suficiente estudiar una sola muestra
de tamano grande y ésta dard resultados apropiados de los estimadores. Pero no sera lo mismo
con muestras pequenas, en donde se debera considerar varias realizaciones para obtener buenos
estimadores puntuales.
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3.5. Propiedades asintéticas de los estimadores

En el caso de los 3 estimadores propuestos seran revisadas sus propiedades asintéticas de-
seables de un estimador, como son: el insesgamiento, la consistencia en probabilidad y en error
cuadrado medio. Esto se comprobara por simulacién, y se realizara en etapas la primera consis-
tird en una comparacion de la estimacién de cada uno de los tres parametros, posteriormente
se comparan sus ECM y se prueba si hay o no insesgamiento asintotico. Asi, en esta seccién
se comprobaran las propiedades asintoticas que se obtuvieron en el capitulo 2.

3.56.1. Comparacién de los estimadores

En la siguiente tabla se muestran algunos valores de k y la estimacion que realiza cada uno de
los estimadores.

K 1%1 IAﬂZQ I2é3 K 1%1 I?ég Ig‘,g
0.1 | 0.10132 0.09209 0.09662 0.1 | 0.10069 0.09789 0.09998
0.2 | 0.18257  0.19438 0.20084 0.2 | 0.20215 0.20447  0.20081
0.4 | 0.41180 0.44334  0.40798 0.4 | 0.39943  0.39794  0.40662
0.6 | 0.60048  0.59856  0.62950 0.6 | 0.59615  0.60456  0.59225
0.8 | 0.80394  0.74452  0.81224 0.8 | 0.79487  0.79845  0.79870

1 1.01399  1.01314  0.94867 1 0.99970  0.98069  1.01304
2 2.06890  2.06656  1.91683 2 2.01405  2.05815  1.97441
3 3.03609  2.79252  3.11640 3 3.00412  2.99602  2.98931
4 3.97202  4.19916  3.64523 4 4.02002  4.14934  4.05329
5 5.18357  4.22332  5.57464 5 5.01373  5.10084  4.92933

10 | 9.62879  10.08474  9.98425 10 | 10.04422 10.25044  9.96938
15 | 15.01258 14.32791 14.01153 15 | 14.86974 15.70511 15.04783
20 | 19.71464 20.28032 19.43753 20 | 19.78095 20.10249 20.09782

Cuadro 3.2: Valores de los estimadores con tamafio de muestra 10,000 tabla izquierda (sin repeticiones)
y en la tabla derecha se hacen 10 repeticiones.

En la tabla 3.2 se puede apreciar que en general con los 3 estimadores se obtienen buenas
estimaciones, aunque resultan ligeramente en orden ascendente de error k1, k3 y Ro.

Note que se tomé una sola muestra de tamano 10,000 en la tabla izquierda y en la tabla
derecha las muestra también fue de tamano 10,000, pero con 10 repeticiones, lo que mejora la
estimacion anterior.

3.56.2. Comparacion de los ECM

Para determinar los errores cuadrados medios de cada uno de los estimadores se utiliza el
programa en el proyecto R, que se puede consultar en el anexo, en la parte correspondiente al
capitulo 3. Para los calculos se tomaron valores mas representativos del comportamiento del
parametro k.

En la tabla 3.3 se pueden apreciar los ECM de los 3 estimadores en donde los valores de
ECM en forma ascendente para los estimadores son iy, k3 y ke (ver figura 3.4).

En la figura 3.4 se puede apreciar que los ECM son directamente proporcionales con
el valor de k, para cada uno de los estimadores. Esto se aprecia con las rectas ascendentes,
estando por debajo la recta correspondiente al ECM para el estimador #; y aproximadamente
con dos veces su valor para el estimador <3 y finalmente el estimador que proporciona un ECM
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R1 o R3
0.00195 | 0.00977 | 0.004485
0.00295 | 0.01454 | 0.006934
0.00406 | 0.01940 | 0.009002
0.00496 | 0.02383 | 0.011126
0.00583 | 0.02859 | 0.013554
0.00701 | 0.03340 | 0.015700
0.00786 | 0.03811 | 0.018078
0.00871 | 0.04264 | 0.020163
0.00958 | 0.04747 | 0.022659
0.01981 | 0.09502 | 0.044932

K I%l I%g 1%3
0.1 | 0.000102 | 0.000473 | 0.000224
0.2 | 0.000199 | 0.000960 | 0.000451
0.3 | 0.000293 | 0.001418 | 0.000661
0.4 | 0.000404 | 0.001901 | 0.000855
0.5 | 0.000484 | 0.002382 | 0.001110
0.6 | 0.000604 | 0.002877 | 0.001366
0.7 | 0.000719 | 0.003324 | 0.001602
0.8 | 0.000826 | 0.003827 | 0.001816
0.9 | 0.000898 | 0.004349 [ 0.002024

1 0.001034 | 0.004670 | 0.002229

N =
Qo @ISR WNA

Cuadro 3.3: Valores de los ECM para cada estimador con un tamaiio de muestra n = 10,000y m = 5,000
repeticiones; error maximo en las aproximaciones de 0.00001 (ver gréfica 3.4).
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Figura 3.4: Valores de los ECM para cada estimador con un tamafio de muestra n = 10, 000; m = 5,000
repeticiones; error maximo de 0.00001

mas grande de los tres es ko, aunque las diferencias en valor relativo entre cada uno de los
estimadores son pequenas.

Para este anélisis (tabla 3.3 y figura 3.4) se realizaron 5,000 repeticiones con un tamano
muestra n = 10, 000.

3.6.3. ECM y varianza de los estimadores

En esta subseccion se analizan los ECM para cada estimador y se comparan con su varianza,
obteniendo los resultados de las tablas 3.4, 3.5 y 3.6, en estas tablas se puede apreciar que la
varianza coincide con ECM, luego los estimadores serdn asintéticamente insesgados.

Para la ejecucién en cada estimador se realizaron 5,000 repeticiones con tamanos de
muestra que van de 1,000 a 15,000, variando de 1000 en 1000, para los valores de x mostrados
arriba.
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3.5. PROPIEDADES ASINTOTICAS DE LOS ESTIMADORES

VALORES de &;

0.1 0.5
n VAR ECM VAR ECM VAR ECM VAR ECM VAR ECM
1 | 0.00105 0.00106 | 0.00509 0.00512 | 0.01102 0.01110 [ 0.05322 0.05374 | 0.10200 0.10270
2 | 0.00050 0.00051 | 0.00246 0.00246 | 0.00508 0.00510 | 0.02497 0.02510 | 0.05148 0.05166
3 | 0.00033 0.00033 | 0.00169 0.00169 | 0.00339 0.00340 [ 0.01656 0.01657 | 0.03213 0.03224
4 | 0.00025 0.00025 | 0.00127 0.00127 | 0.00251 0.00252 | 0.01207 0.01209 | 0.02567 0.02575
5 | 0.00020 0.00020 | 0.00103 0.00103 | 0.00191 0.00192 | 0.00984 0.00984 | 0.01993 0.01995
6 | 0.00017 0.00017 | 0.00085 0.00085 | 0.00159 0.00159 | 0.00835 0.00838 | 0.01651 0.01652
7 | 0.00014 0.00014 | 0.00072 0.00072 | 0.00145 0.00146 | 0.00691 0.00692 | 0.01424 0.01425
8 | 0.00013 0.00013 | 0.00063 0.00063 | 0.00120 0.00121 | 0.00617 0.00617 | 0.01283 0.01285
9 | 0.00011 0.00011 | 0.00055 0.00055 | 0.00109 0.00109 [ 0.00549 0.00548 | 0.01093 0.01093
10 | 0.00010 0.00010 | 0.00051 0.00051 | 0.00098 0.00098 | 0.00499 0.00499 | 0.01015 0.01015
11 | 0.00009 0.00009 | 0.00046 0.00046 | 0.00089 0.00089 | 0.00443 0.00443 | 0.00922 0.00922
12 | 0.00009 0.00009 | 0.00040 0.00040 | 0.00080 0.00080 | 0.00409 0.00409 | 0.00838 0.00839
13 | 0.00008 0.00008 | 0.00038 0.00038 | 0.00077 0.00077 | 0.00370 0.00370 | 0.00779 0.00779
14 | 0.00007 0.00007 | 0.00036 0.00036 | 0.00072 0.00072 | 0.00352 0.00352 | 0.00715 0.00715
15 | 0.00007 0.00007 | 0.00032 0.00032 | 0.00067 0.00067 | 0.00336 0.00336 | 0.00671 0.00670

Cuadro 3.4: Valores de las varianza y ECM para el estimador 41 con un tamafio de muestra n en miles;
m = 5,000 repeticiones; error maximo de 0.00001 (ver grafica 3.7).

VALORES de k&3

0.1 0.5
n VAR ECM VAR ECM VAR ECM VAR ECM VAR ECM
1 | 0.00489 0.00551 | 0.02312 0.02595 | 0.04885 0.05475 | 0.23348 0.26303 | 0.46555 0.51961
2 | 0.00240 0.00256 | 0.01150 0.01228 | 0.02270 0.02412 | 0.12125 0.12966 | 0.24037 0.25701
3 | 0.00151 0.00158 | 0.00796 0.00831 | 0.01556 0.01637 | 0.07669 0.08040 | 0.15200 0.15980
4 | 0.00118 0.00121 | 0.00576 0.00593 | 0.01175 0.01219 | 0.05868 0.06087 | 0.11747 0.12101
5 | 0.00097 0.00100 | 0.00461 0.00474 | 0.00961 0.00988 [ 0.04817 0.04969 | 0.09379 0.09646
6 | 0.00075 0.00077 | 0.00400 0.00411 | 0.00786 0.00805 | 0.03783 0.03896 | 0.08427 0.08614
7 | 0.00069 0.00071 | 0.00333 0.00345 | 0.00658 0.00670 | 0.03373 0.03435 | 0.06798 0.06986
8 | 0.00058 0.00060 | 0.00295 0.00301 | 0.00584 0.00592 | 0.03019 0.03073 | 0.05991 0.06137
9 | 0.00052 0.00053 | 0.00271 0.00276 | 0.00544 0.00554 | 0.02574 0.02622 | 0.05205 0.05311
10 | 0.00045 0.00046 | 0.00229 0.00232 | 0.00483 0.00489 | 0.02256 0.02301 | 0.04791 0.04850
11 | 0.00044 0.00044 | 0.00216 0.00218 | 0.00424 0.00430 | 0.02193 0.02223 | 0.04158 0.04213
12 | 0.00040 0.00040 | 0.00200 0.00203 | 0.00386 0.00392 | 0.01983 0.02017 | 0.03896 0.03939
13 | 0.00036 0.00037 | 0.00178 0.00181 | 0.00355 0.00360 | 0.01838 0.01857 | 0.03835 0.03869
14 | 0.00034 0.00034 | 0.00171 0.00174 | 0.00336 0.00340 | 0.01701 0.01725 | 0.03406 0.03436
15 | 0.00031 0.00032 | 0.00157 0.00158 | 0.00323 0.00327 | 0.01584 0.01598 | 0.03193 0.03233

Cuadro 3.5: Valores de las varianza y ECM para el estimador k2 con un tamafio de muestra n en miles;
m = 5,000 repeticiones; error maximo de 0.00001 (ver grafica 3.7).

no sélo con el tamano de muestra, sino también con el valor del parametro.

En la figura 3.7 se muestran los comportamientos asintéticos de cada uno de los ECM
para cada estimador con los tamanos de muestra n = 1000, 2000, ..., 15000. En las figuras de
los ECM para cada uno de los tres estimadores, se puede notar cierta dependencia del ECM,
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VALORES de &3

0.1 0.5 5 10
n VAR ECM VAR ECM VAR ECM VAR ECM VAR ECM
1 | 0.00240 0.00242 | 0.01182 0.01190 | 0.02414 0.02426 | 0.11856 0.11954 | 0.23000 0.23138
2 | 0.00118 0.00118 | 0.00580 0.00582 | 0.01159 0.01161 | 0.05528 0.05537 | 0.11505 0.11540
3 | 0.00078 0.00078 | 0.00381 0.00382 | 0.00773 0.00776 | 0.03789 0.03814 | 0.07614 0.07620
4 | 0.00055 0.00055 | 0.00280 0.00280 | 0.00581 0.00583 | 0.02871 0.02875 | 0.05501 0.05507
5 | 0.00045 0.00045 | 0.00225 0.00226 | 0.00457 0.00458 | 0.02298 0.02300 | 0.04570 0.04572
6 | 0.00039 0.00039 | 0.00189 0.00189 | 0.00385 0.00385 | 0.01908 0.01910 | 0.03759 0.03771
7 | 0.00031 0.00031 | 0.00162 0.00162 | 0.00321 0.00321 | 0.01628 0.01629 | 0.03155 0.03155
8 | 0.00029 0.00029 | 0.00142 0.00142 | 0.00290 0.00290 [ 0.01367 0.01367 | 0.02834 0.02836
9 | 0.00024 0.00025 | 0.00123 0.00123 | 0.00237 0.00237 | 0.01263 0.01263 | 0.02432 0.02435
10 | 0.00022 0.00022 | 0.00109 0.00109 | 0.00233 0.00233 | 0.01149 0.01150 | 0.02224 0.02225
11 | 0.00021 0.00021 | 0.00099 0.00099 | 0.00203 0.00203 | 0.00977 0.00977 | 0.01976 0.01976
12 | 0.00019 0.00019 | 0.00097 0.00097 | 0.00186 0.00186 | 0.00931 0.00932 | 0.01901 0.01901
13 | 0.00017 0.00017 | 0.00086 0.00086 | 0.00167 0.00167 | 0.00877 0.00877 | 0.01709 0.01711
14 | 0.00016 0.00016 | 0.00080 0.00080 | 0.00156 0.00156 | 0.00805 0.00805 | 0.01630 0.01631
15 | 0.00015 0.00015 | 0.00077 0.00077 | 0.00148 0.00148 | 0.00766 0.00767 | 0.01431 0.01430

Cuadro 3.6: Valores de las varianzas y ECM para los estimadores k3 con un tamafio de muestra n en
miles; m = 5,000 repeticiones; error maximo de 0.00001 (ver grafica 3.7).

n n n
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2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14 2 4 6 8 10 12 14
ESTIMADOR 1 ESTIMADOR 2 ESTIMADOR 3

Cuadro 3.7: Valores de los ECM para el estimador <1, A2 y k3 en los 5 valores de k = 0.1, 0.5, 1, 5, 10,
se tomaron con un tamafio de muestra n dada en miles y m = 5,000 repeticiones

Para comprobar lo anterior sobre la proporcionalidad, se busca en cada tamano de mues-
tra el coeficiente de proporcionalidad entre el tamano del ECM y n, x, encontrando los valores
que se muestran en la tabla 3.8 y como se puede observar son muy similares. Es decir, se
comprobé de esta forma que los ECM si dependen en forma proporcional, tanto del tamano
de la muestra n como del parametro k.
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3.6. PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES EN TAMANOS DE MUESTRA PEQUENOS

Estimador &, Estimador A9 Estimador &3
n\t | 0.1 0.5 1 5 10 0.1 0.5 1 5 10 0.1 0.5 1 5 10
1 10.6 10.2 11.1 10.7 10.3 | 55.4 54.8 53.6 51.9 54.0 | 24.2 23.8 24.3 239 23.1
2 10.1 9.8 10.2 10.0 10.3 | 51.5 51.0 50.0 48.9 50.6 | 23.6 23.3 232 221 23.1
3 10.0 10.2 102 99 9.7 | 496 485 484 488 488 | 234 229 233 229 229
4 10.0 10.1 10.1 9.7 10.3 | 48.2 479 483 483 49.8 | 219 224 233 23.0 22.0
5 10.2 103 9.6 9.8 10.0 | 47.5 478 482 47.1 50.0 | 22.3 226 229 23.0 229
6 10,0 10.2 9.5 10.1 9.9 | 476 46.7 46.7 477 46.0 | 23.4 22.7 23.1 229 226
7 9.7 10.1 10.2 9.7 10.0 | 48.3 493 49.2 475 475|215 227 225 228 221
8 10.1 10.2 9.6 9.9 10.3 | 47.1 47.2 48.0 47.0 487 23.6 228 232 21.9 227
9 101 99 98 99 98 | 472 470 46.8 479 49.0 | 22.1 222 214 227 219

10 9.7 102 98 10.0 10.2 | 46.7 478 46.9 479 479|225 21.9 233 23.0 222
11 | 10.0 102 9.8 9.7 10.1 | 486 485 49.3 480 493 | 22.7 21.7 224 215 21.7
12 1102 97 96 9.8 10.1 | 49.0 4v.7 473 472 470 | 224 23.3 224 224 228
13 | 10.1 98 99 9.6 10.1 | 47.0 484 474 475 495 22.1 222 21.7 228 222
14 9.9 10.0 10.0 99 100 | 473 498 489 475 458 ] 22.0 224 21.8 226 228
15 99 9.7 10.1 10.1 10.1 | 48.7 472 46.8 482 50.7 | 229 232 222 23.0 215

Cuadro 3.8: Valores de proporcionalidad entre ECM, tamafio de la muestra n en miles y el valor del
parametro k.

Después de calcular el promedio de estos valores se obtienen las proporciones asintoticas
de decrecimiento del ECM para cada uno de los tres estimadores:

. ECM(fy) = 1%
. ECOM (i) = 42
. ECM (i) = 2.

Luego, se concluye que asintoticamente es preferible en ECM el estimador &1 sobre los
otros dos, esto se corrobora de diferentes formas, con la tabla 3.8, las figura 3.4 y 3.7.

3.6. Propiedades de los estimadores en tamanos de muestra pequenos

En la seccién anterior se revisaron los comportamientos asintéticos de los tres estimadores, aho-
ra se revisaran los comportamientos en muestras pequenas. En los casos de muestras pequenas
los calculos se dificultan considerablemente, puesto que el problema de la conservacién del
porcentaje de nimeros negativos para la distribucién LGG(0, 1, k) mostrado en la tabla 2.1
(que es importante para la existencia de los EMV), constantemente puede no cumplirse. Para
esto se trabaja en los calculos con mas restricciones que en el caso asintético. Ademas las
estimaciones requieren de un nimero determinado de corridas a diferencia del caso asintotico
en donde tnicamente se realizé una corrida con tamano de muestra grande (dados en miles),
aqui se realizaron 10,000 corridas para cada tamano de muestra.

3.6.1. Comparacién de los estimadores

En la siguiente tabla se muestran algunos valores de k y la estimacién que realiza para cada
uno de los estimadores.
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K\1n 30 40 50 75 100 200 30 40 50 75 100 200
0.1 0.132 0.123 0.119 0.112 0.109 0.104 0.117 0.114 0.113 0.109 0.108 0.105
0.2 0.266 0.246 0.240 0.223 0.217 0.208 0.234 0.225 0.229 0.223 0.216 0.212
0.4 0.526 0.494 0.475 0.445 0.433 0.418 0.470 0.446 0.455 0.439 0.432 0.422
0.6 0.804 0.740 0.716 0.669 0.648 0.625 0.716 0.682 0.688 0.663 0.654 0.637
0.8 1.067 0.981 0.949 0.887 0.865 0.837 0.955 0.900 0.912 0.875 0.871 0.851
1 1.331 1.229 1.185 1.110 1.088 1.042 1.179 1.125 1.142 1.098 1.085 1.052
2 2.665 2.473 2.377 2.228 2.166 2.093 2.397 2.223 2.262 2.188 2.155 2.107
3 3.984 3.682 3.560 3.336 3.248 3.129 3.516 3.434 3.343 3.287 3.264 3.189
4 5.303 4.933 4.725 4.430 4.337 4.189 4.710 4.474 4.567 4.367 4.304 4.229
5 6.637 6.153 5.938 5.543 5.394 5.227 5.913 5.695 5.691 5.485 5.447 5.272
10 13.308 | 12.356 | 11.785 | 11.192 | 10.824 | 10.453 11.750 | 11.366 | 11.176 | 10.965 | 10.829 | 10.564
15 19.956 | 18.540 | 17.849 | 16.705 | 16.123 | 15.592 17.863 | 16.864 | 17.029 | 16.279 | 16.345 | 15.783

Cuadro 3.9: Valores de estimacidén para cada valor x y tamafio de muestra n proporcionado para los
estimadores 1 (tabla izquierda) y &3 (tabla derecha). En cada valor se realizarén 10,000
repeticiones y se tomé el promedio para la estimacién.

En las tablas 3.9 y 3.10 puede notarse que se siguen cumpliendo los tamanos de los errores
obtenidos en el caso asintotico. Como era de esperarse las estimaciones dependen, tanto del
tamano de la muestra, como del valor x y el error en el estimador ko sigue siendo grande
comparado con los otros dos estimadores. Por ejemplo los errores del estimador ks son del
mismo orden que en los otros dos estimadores hasta que el tamano de muestra es 5 veces mas
grande, observe que paran = 200 y k = 0.1 se tienen las estimaciones k1 = 0.104 y k3 = 0.105,
mientras que la estimacién correspondiente para iy la muestra debe ser de tamano 5 veces
mayor (n = 1000) /s = 0.108.

K\n 75 100 150 200 250 300 500 | 1000
0.1 | 3.79 0.22 | 0.159 | 0.140 | 0.132 | 0.125 | 0.115 | 0.108
0.2 | 091 0.56 | 0.318 | 0.282 | 0.263 | 0.248 | 0.231 | 0.215
0.4 | 1.96 0.85 | 0.634 | 0.563 | 0.523 | 0.503 | 0.463 | 0.430
0.6 14.1 1.3 0.960 | 0.838 | 0.797 | 0.756 | 0.696 | 0.646
0.8 12.7 1.7 1.261 | 1.117 | 1.047 | 1.006 | 0.928 | 0.863

1 3.70 227 | 1.798 | 1.396 | 1.320 | 1.261 | 1.150 | 1.079
2 14.34 | 7.01 | 3.184 | 2.796 | 2.648 | 2.544 | 2.299 | 2.151
3 71.72 | 6.36 | 4.670 | 4.201 | 3.979 | 3.750 | 3.451 | 3.234
4 37.0 63.1 | 6.407 | 5.605 | 5.278 | 5.028 | 4.626 | 4.301
5 20.6 14.2 | 10.19 | 6.97 6.59 6.33 5.78 5.37
10 | 1359 | 123.6 | 15.64 | 14.02 | 13.15 | 12.58 | 11.49 | 10.78
15 | 219.1 | 40.0 56.9 21.0 19.6 18.9 17.3 | 16.16

Cuadro 3.10: Valores de estimacién para cada valor x y tamafio de muestra n proporcionado para el
estimador /2. En cada valor se realizarén 10,000 repeticiones y se tomé el promedio para
la estimacion.

3.6.2. ECM y varianza de los estimadores

En el caso asintético se encontrd que los tres estimadores propuestos eran insesgados y consis-
tentes en error cuadrado medio medio. Ahora se estudiara el comportamiento sobre la varianza
y el error cuadrado medio cuando el tamano de muestra es pequeno.

En el caso de muestras pequenas el estudio sobre los estimadores resulta bastante com-
plicado, sin importar que se tienen los programas, la parte numérica es complicada por las
condiciones de la distribucion. Cuando las muestras son pequenas ocurre con frecuencia que
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los porcentajes de valores positivos y negativos, dados en la tabla 2.1, pueden no cumplirse,
llegando a ser en ocasiones o todos los valores muestrales negativos o todos positivos. En estas
situaciones de entrada el sesgo de la distribucién se altera influyendo grandemente en el valor
encontrado para estimar al parametro.

En caso de haber més valores negativos que las cantidades tedricas esto no repercute
considerablemente en los estimadores <, y A2. Cuando los valores positivos sobrepasan la
cantidad tedrica esperada, tampoco influyen considerablemente en el estimador A;, pero no
asi en el estimador ks, en cuyo caso la presencia de mayor cantidad de valores positivos es
crucial para realizar una buena estimacion, més aun los calculos pueden interrumpirse debido
a que en esta situacion el coeficiente de asimetria podria resultar positivo, lo que ocasiona que
el estimador de x sea negativo, lo que no puede ser.

En el caso del estimador k3 se tienen maés dificultades, debido a que en ambos casos
analizados sobre las cantidades de positivos y negativos debe ser muy balanceada, en caso
contrario no existe el estimador.

Teorema 3.2. Los teoremas 2.2 y 2.3 en muestras pequenas se cumplen si y solo si son
conservados los porcentajes teoricos de las cantidades positivas y negativas de la tabla 2.1,
gunto con una distribucion de ellos de acuerdo a la LGG.

Demostracion. En caso de cumplirse los porcentajes las demostraciones de los teoremas 2.2 y
2.3 se repiten.

Cuando no se cumplen dichos porcentajes puede ocurrir que la media de los valores sea
positiva, lo que lleva a un coeficiente de asimetria positivo y esto solo ocurre cuando el valor
de k < 0 lo que no puede ser, luego no existiria el estimador &s.

Para el tercer estimador, la ecuacion que se tiene que resolver

La expresion de la izquierda siempre es positiva, luego si existen inicamente valores de
z; positivos, la suma siempre serd mayor a 1 y no tendra raiz. En caso de ser todos los z;
negativos la suma siempre serd menor a 1 y no tendra raiz la ecuacion. Luego, en estos casos
no existe un estimador &s. ]

En las tablas 3.11, 3.12 y 3.13 se muestra un estudio detallado de los comportamientos
de los ECM y varianzas para cada uno de los tres estimadores propuestos cuando las muestras
son de tamano pequeno (n = 30, 40, 50, 75, 100, 150, 200) en el caso de los estimadores ko se
eliminan los valores 30, 40 y 50 porque sus ECM “s son muy grandes, sustituyendo por tamanos
300, 400 y 500. En cada caso se muestran tres tablas que estan dadas en una misma y que
estan separadas por los valores, cada una de ellas se identifica porque responde a los valores
de k =0.1,0.2,...,1,2,3,4,5,10, 15, 20 y se identifican de la siguiente forma:

= La tabla mas grande se encuentra a la izquierda, corresponde a los valores del ECM y
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varianza para valores de k = 0.1,0.2,...,1,2,3,4,5,10, 15,20 en ella se puede observar
que los estimadores no son insesgados, pero su ECM aumenta en forma proporcional al
valor correspondiente a kK = 0.1 para cualquier tamano de muestra.

La tabla que se encuentra arriba a la derecha, corresponde a los resultados de ECM xn/k
y ésta depende del estimador.

1).- Estimador ;. Nétese que dado un valor de n los valores EC' M xn/k son constante

para cualquier valor de x, de tal forma que se tiene la relacién para muestras
menores a 200: ECM; = DL,

2).- Estimador #y. Né6tese que dado un valor de n los valores EC'M xn/k son constante

para cualquier valor de x, de tal forma que se tiene la relacién para muestras entre
200 y 500: EC'My = 823?;%“.

3).- Estimador #3. Ndtese que dado un valor de n los valores EC'M xn/k son constante
para cualquier valor de k, pero no presentan un comportamiento mondétono.

En cualquiera de los casos se observa el resultado esperado, los ECM disminuyen con-
forme aumenta el tamano de la muestra.

En la tabla de abajo a la derecha se muestran los cuadrados de los sesgos en ella se puede
observar que éstos aumentan en forma proporcional al valor correspondiente a K = 0.1
para cualquier tamano de muestra.

NOTA 3.1. De los resultados obtenidos en el presente capitulo, resulta que el esti-
mador con mejores propiedades es k1, pero sin embargo el estimador &9 representa
la bondad de depender unicamente de los momentos muestrales y sus estimaciones
son muy buenas comparadas con los otros dos estimadores.

El estimador /3 en definitiva no es apropiado para el estudio que se realizara en
el capitulo siguiente, por los problemas que presenta en sus célculos, sin embargo
hay que notar que presenté buenas propiedades asintéticas casi del orden que el
estimador de méaxima verosimilitud.

Por otro lado, los calculos para las simulaciones que se realizaran con los dos
primeros estimadores en el capitulo siguiente, para el tamano de prueba y potencia de
la prueba por el método de Bootstrap, se basan en su primer paso en el estimador de
momentos para el coeficiente de asimetria. Por tales razones es de suma importancia
llevar a cabo un estudio en la inferencia de la distribucién log-gamma generalizada

con el segundo estimador.
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Capitulo

Pruebas de bondad de ajuste

4.1. Introduccion

En los capitulos previos se revisé todo el material que le antecede a una prueba de bondad
de ajuste, desde las propiedades de la funciéon gama y la distribucion gama y log gamma
generalizada, se propusieron tres estimadores para el parametro de forma de la distribucién
log-gamma generalizada en su forma estandar y finalmente se realizo un anélisis detallado de
estos estimadores, decidiendo para la prueba de bondad de ajuste trabajar inicamente con dos
estimadores el de méxima verosimilitud y el de momentos a través del coeficiente de asimetria.
De esta forma quedd el camino despejado para realizar la prueba de bondad de ajuste sobre
la distribucién log-gamma generalizada.

En este capitulo se veran algunas pruebas de bondad de ajuste para la distribucién log-
gamma generalizada, (1.3.1). Para esto, como se menciond, seréan utilizados los dos primeros
estimadores estudiados en los capitulos previos para el parametro de forma k.

El problema a tratar en el presente capitulo se refiere a la prueba de bondad de ajuste
para una distribucién log-gamma generalizada, con pardmetros de localizacion (£), escala (o)
y forma (k) desconocidos. Es decir, dada la realizacién de una muestra aleatoria X,..., X,
con funcién de densidad f(z) y el contraste de hipdtesis

HQ f(.%') € JOZLGG’(ga g, "{)

Hy :f(x) & Zrac(&, o,k) (4.1.1)

establecer pruebas de bondad de ajuste con las que sea factible determinar si se trata de una
distribucién de la clase % gg-densidades log-gamma generalizada con parametros de localidad,
escala y forma desconocidos.

La mecénica de las pruebas de bondad de ajuste, en sus principios generales es conocida,
las dificultades que se tienen en un caso particular son varias. Una de tales dificultades ya fue
resuelta en el capitulo anterior y se refiere a los estimadores de los parametros problema que
como se sabe, cuando se trata de dos o méas parametros en general es bastante complicado.
Para el caso de la distribucién en estudio el problema parece simplificarse, porque se trata de
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4.2. UNA PRUEBA PARA Z1cqa

una distribucion que pertenece a la familia loc-escala, cuando se fija un valor para el parametro
de forma. Luego el problema de la prueba de hipédtesis 4.1.1 puede plantearse como

Hy, :f(y) € ﬁng(O, 1, Ii) (4 1 2)

Hy :f(y) € Frec(0,1, k) o

Asi, con base en la invarianza bajo la transformacion de los parametros de localizacion y

escala, serd posible establecer algunas pruebas con el coeficiente de correlacién muestral, como

una estadistica de prueba. Para cada una de ellas se programé en el proyecto R una funcién

que bajo una muestra de observaciones da respuesta si las observaciones provienen o no de
una distribucién LGG para un nivel de significancia a.

En este capitulo seran propuestas las pruebas bootstrap basadas en el coeficiente de
correlacion como la estadistica de prueba. Justamente el capitulo inicia explicando qué es
una prueba para %;gq a través del coeficiente de correlacién. Posteriormente, se explica en
qué consisten las pruebas de bondad de ajuste de bootstrap y se calcula el tamano de la prueba
para cada prueba. Esta etapa termina, llevando a cabo las pruebas de hipdtesis bootstrap,
utilizando diferentes distribuciones en la hipétesis alternativa y calculando su potencia para
cada prueba. Finalmente, se revisan algunas aplicaciones de esta familia de distribuciones,
como son las cartas de control.

4.2. Una prueba para ;¢

Para construir una prueba para (4.1.1), se observa que si Hy se cumple, entonces la funcién
de distribucion de f(z) es tal que F(z; €, 0,k) = F*(”U;s, r) en donde F(y; k) € Frac(0,1, k).
Entonces para una variable aleatoria X con densidad f(z) se tiene que para F, !(v;k) la
funcién inversa de F.(y; k) en y
X
U =F ' (F(X;¢0,k); k) = f. (4.2.1)

g

Es decir, U* es una funcion lineal de X.

Por otro lado, sea F,(z) la funcién de distribucién empirica basada en una muestra
aleatoria X7, Xs,..., X,, de f(x). Es decir,

0,05 T <)
Fn(l') = Z_n' y  L(4) <z < T (i41) (4.2.2)
1, T > T(n)

donde (1) < --- < x(y) son los valores ordenados de las s, entonces si & es un estimador de
Kk se tiene que para una realizacién x de X, por (4.2.1)

= . (4.2.3)

ya que F,(x) es un estimador de F(z;¢&, 0, k). Entonces bajo Hy, u es aproximadamente una
funcién lineal de x. De donde para probar (4.1.1), se propone como estadistica de prueba al
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4.3. PRUEBAS DE BONDAD DE AJUSTE BOOTSTRAP

coeficiente de correlacién muestral en (4.2.4)

(X, U) = —=L . (4.2.4)

el cual se espera que tome valores cercanos a 1 bajo Hy.

Es decir, la prueba rechaza Hy sir, (X, U) toma valores alejados de 1. O sea, si r,(X,U) <
To tal que la prueba es de tamafio «, con a € (0, 1) un valor conocido entonces se rechaza H.

Lema 4.1. Sea Wi, W5, ..., W,, una muestra aleatoria con parametros de localidad w 1y escala
7,y Vi, Vo, ..., V,, otra muestra aleatoria con pardmetros de localidad v y escala n, entonces el
coeficente de correlacion muestral es invariante bajo localidad y escala.

Demostracion. Sea el coeficiente de correlacion muestral 7, (W, V), dado en (4.2.4) y calcule

ro(W*,V*) en donde W* = =2 y V* = —V;“, entonces W; — W* = Wize  Wew - Wil

? T T T

similarmente V;* — V* = Vn;‘_/ Sustituyendo las igualdades anteriores en ,(W*, V*)

(=) ()
RC2YECR)

Similarmente se prueba que el coeficiente de asimetria muestral 4 es invariante bajo
localidad y escala. Entonces el estimador de &, 2 = G~1(%), es invariante bajo localidad. Por
lo tanto, del Lema 4.1 la distribucién de r,(X, U), bajo Hy no depende de los pardmetros £, o
para cada x > 0; sin embargo, dicha distribucion va a depender de k. Por lo tanto, se propone
realizar una prueba de “bootstrap” paramétrica en x basada en r, (X, U).

ro(W*,V*) =

n
1

4.3. Pruebas de bondad de ajuste bootstrap

En el caso general cuando las variables x’s provienen de una distribuciéon 1.3.1 que bajo un
valor conocido del pardmetro de forma pertenece a la familia de loc-escala, y el hecho de
que el coeficiente de correlacion muestral 4.2.4 también es invariante, conducen a simplificar
el problema 4.1.1, proponiendo pruebas para el problema simplificado 4.1.2, basadas en el
estimador del parametro de forma k.

La prueba de bootstrap con base en cualquiera de los dos estimadores, EMV (1) o de
momentos (2), se realiza siguiendo los siguientes pasos.

1).- Con las observaciones dadas z1, ..., z, calcular un valor para el estimador y considerar
su valor absoluto, dendtado por &, de k, con j =1, 2.

2).- Con las observaciones se calcula su coeficiente de correlacién muestral, .

3).- A partir de &; iniciar un ciclo de bootstrap.
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4.4. TAMANO DE LA PRUEBA

a).- Generar una muestra bootstrap de tamano n de LGG(0,1, &, 0).

b).- Con la muestra de bootstrap del inciso (3a) calcular una estimacién para el parametro
de forma y considerar su valor absoluto, denotdndola por &; ;.

c).- Con &;; del inciso 3b se calcula el coeficiente de correlacién muestral, 7;.

4).- El ciclo de bootstrap del inciso 3 se repite m veces para calcular 74, ..., 7y, en donde
m-cantidad de estimaciones de bootstrap para determinar el cuantil bootstrap, general-
mente se recomienda m > 1000.

5).- Con el ciclo terminado 74, T, . . ., Ty, son ordenados en forma no decreciente, denotédndo-
los con 7;. Entonces, 7y < 79 < --- < 7, v obtener el cuantil «, sea éste 7.

6).- Regla de decisién. Comparar 7y con el cuantil « del inciso 5.

a).- Sirg < 7,, se rechaza Hy al nivel de significancia a.
b).- Sirg > 7y, no se rechaza Hy al nivel de significancia a.

4.3.1. Consistencia de las pruebas

Antes de iniciar a calcular el tamano de la prueba y su potencia, falta por verificar que las
pruebas utilizadas con el coeficiente de correlacion son consistentes, es decir que el coeficiente
de correlaciéon muestral se aproxima al coeficiente de correlacion poblacional.

Primeramente se tiene que en el capitulo 2 se probé que ambos estimadores 1 y ko
resultaron ser consistentes en ECM, ver Corolarios 2.6 y 2.16, respectivamente. Ahora para
simplificar la comprobacion que las pruebas también son consistentes se tiene que el desarrollo
es el mismo para cualquiera de las dos pruebas, de tal forma que la comprobacién se lleva a
efecto para una sola prueba.

Sea Y una variable aleatoria con distribucién F'y dendtese por F, la distribucién empirica
correspondiente, entonces por el Teorema de Glivenko-Cantelli la distancia de Kolmogoérov
sup,, |[Fn(y) — F'(y)|, ver Sen y Singer 1993 pdginas 185-188, converge casi siempre a cero (a.s.).
Luego, se tiene para vy, ..., ¥y,

Fo(ys) = F(y:). (4.3.1)

Por consiguiente, se puede formar la secuencia {Y,,,U,} bivariable tal que las Us se
obtienen de (4.7.1) al calcular la inversa

u = F~ (Fu(y:))- (4.3.2)

Por consistencia en el estimador para la prueba, se tiene del ejemplo 3.4.7 en Sen y Singer
1993 pédginas 134-136, que 7,(Y, U) dado en 4.2.4 es convergente en probabilidad al parametro
del coeficiente de correlacién p cuando n — oo.

4.4. Tamaiio de la prueba

En la seccién anterior se reviso el estadistico de prueba que sera utilizado en las pruebas
bootstrap con el coeficiente de correlacién. Pero antes de iniciar con las pruebas se debe
determinar si éstas tienen un tamano de prueba adecuado.
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4.4. TAMANO DE LA PRUEBA

4.4.1. Metodologia para determinar el tamaio de la prueba

Como se sabe el tamano de una prueba se relaciona con la probabilidad del error tipo I, luego
se realiza la simulacién para el tamano de prueba considerando que los datos provienen de una
muestra de variables aleatorias LGG(0, 1, k), para un valor de x dado.

Para determinar el tamano de la prueba con cualquiera de los 2 estimadores, &1 y Ao, se
programoé una funcion en el proyecto R, que trabaja de la siguiente forma:

1).- Se genera una muestra x, s, ..., z, € LGG(0,1, Kg).

2).- Con la muestra generada en 1 calcular un valor para el estimador y considerar su valor
absoluto, dendtado por kjo de k con j = 1,2.

3).- Con la muestra de 1 y &;0 se calcula el coeficiente de correlacién muestral, 7.

4).- A partir de & iniciar un ciclo de bootstrap.

a).- Generar una muestra bootstrap de tamano n de LGG(0,1, &, 0).

b).- Con la muestra bootstrap del inciso (4a) calcular una estimacién para el pardmetro
de forma y considerar su valor absoluto, denotandola por ;.

c).- Con &j; del inciso se calcula su coeficiente de correlacién muestral, 7.

5).- El ciclo de bootstrap del inciso 4 se repite m veces para calcular 7q,...,7,, en donde
m-cantidad de estimaciones de bootstrap para determinar el cuantil bootstrap, general-
mente se recomienda m > 1000.

6).- Con el ciclo terminado 7y, 7, . . . , 7, son ordenados en forma no decreciente, denotandolos
con ;. Entonces, 1 < 7y < --- < 7, v obtener los cuantiles requeridos. En este caso
se tomaron los cuantiles 0.01, 0.02, 0.025, 0.03, 0.04, 0.05, 0.06, 0.07, 0.075, 0.08, 0.09 y
0.10, que se denotan en general 7.,, para ¢; = 0.01,0.02,0.025, ..., 0.10.

7).- Comparar 7 con los cuantiles del inciso 6.

a).- Siry <., se asigna 1 en el cuantil correspondiente.

b).- Si 7 > 7, se asigna 0 en el cuantil correspondiente.

8).- Repetir los incisos desde 1 hasta 7 M veces. Finalmente obtener los promedios por cuantil
de estas repeticiones, dichos promedios son los tamanos de prueba buscados.

4.4.2. Tamaios de las pruebas con base en el EMV £; y de momentos #,

Para los tamanos de prueba, con la metodologia anterior se utilizaron m = 1000 y M = 500
repeticiones. Para la aproximacion de los cuantiles se utilizo un error de 0.00001 con 1000
iteraciones y tamanos de muestra n = 30, 40, 50, 75, 100, 150, 200, finalmente se analizaron
los valores de kK = 0.1, 0.5, 1, 2, 5. Obteniendo los resultados de los cuadros siguientes.
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4.4. TAMANO DE LA PRUEBA

Tamanos de prueba para x = 0.1 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 | 0.014 0.016 0.018 0.024 0.040 0.050 0.064 0.076 0.080 0.082 0.086 0.096
40 | 0.010 0.015 0.020 0.020 0.025 0.025 0.060 0.070 0.070 0.075 0.105 0.115
50 | 0.005 0.015 0.015 0.020 0.030 0.035 0.055 0.075 0.075 0.075 0.085 0.105
75 0.000 0.000 0.005 0.005 0.030 0.030 0.040 0.055 0.065 0.065 0.095 0.100
100 | 0.004 0.020 0.024 0.028 0.036 0.040 0.056 0.080 0.080 0.080 0.096 0.100
150 | 0.010 0.020 0.024 0.024 0.038 0.044 0.052 0.056 0.058 0.064 0.072 0.082
200 | 0.008 0.014 0.020 0.026 0.034 0.040 0.046 0.064 0.066 0.074 0.084 0.090

Tamanos de prueba para x = 0.5 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 | 0.008 0.022 0.030 0.042 0.050 0.058 0.066 0.072 0.074 0.082 0.098 0.102
40 | 0.000 0.013 0.013 0.016 0.025 0.038 0.0564 0.063 0.073 0.079 0.082 0.098
50 | 0.010 0.023 0.027 0.030 0.033 0.043 0.057 0.070 0.073 0.077 0.087 0.100
75 0.008 0.008 0.016 0.016 0.040 0.048 0.060 0.068 0.072 0.072 0.080 0.092
100 | 0.007 0.010 0.013 0.020 0.027 0.033 0.057 0.070 0.070 0.070  0.087  0.090
150 | 0.006 0.008 0.016 0.028 0.038 0.042 0.064 0.068 0.074 0.074 0.084 0.098
200 | 0.008 0.012 0.016 0.020 0.034 0.042 0.060 0.064 0.070 0.076 0.082 0.094

Tamanos de prueba para x =1 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 | 0.010 0.015 0.025 0.035 0.040 0.045 0.060 0.075 0.090 0.090 0.090 0.110
40 | 0.010 0.020 0.030 0.035 0.040 0.040 0.055 0.070 0.080 0.090 0.100 0.110
50 | 0.006 0.014 0.019 0.019 0.034 0.043 0.048 0.063 0.068 0.077 0.082 0.082
75 0.010 0.010 0.024 0.029 0.034 0.048 0.063 0.072 0.077 0.077 0.077 0.101
100 | 0.000 0.000 0.010 0.015 0.024 0.029 0.044 0.0563 0.058 0.068 0.068 0.068
150 | 0.0056 0.020 0.030 0.030 0.030 0.035 0.045 0.055 0.060 0.080 0.085 0.090
200 | 0.005 0.005 0.010 0.019 0.044 0.058 0.058 0.058 0.058 0.073 0.078 0.092

Tamanos de prueba para x = 2 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 | 0.010 0.016 0.020 0.024 0.034 0.046 0.060 0.064 0.072 0.078 0.086 0.100
40 | 0.004 0.004 0.004 0.020 0.032 0.040 0.052 0.064 0.068 0.072 0.084 0.092
50 | 0.003 0.007 0.010 0.010 0.020 0.033 0.043 0.057 0.067 0.067 0.087 0.097
75 0.003 0.013 0.017 0.020 0.023 0.030 0.047 0.070 0.070 0.073 0.087 0.097
100 | 0.007 0.023 0.037 0.037 0.047 0.0563 0.063 0.067 0.070 0.073 0.083 0.093
150 | 0.008 0.016 0.020 0.024 0.034 0.042 0.054 0.060 0.068 0.074 0.080 0.088
200 | 0.008 0.020 0.030 0.030 0.040 0.050 0.052 0.066 0.072 0.078 0.082 0.088

Tamanos de prueba para x =5 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 | 0.010 0.026 0.026 0.036 0.050 0.052 0.068 0.076 0.082 0.084 0.092 0.102
40 | 0.010 0.013 0.013 0.023 0.033 0.037 0.040 0.053 0.0563 0.073 0.087 0.097
50 | 0.010 0.013 0.013 0.017 0.023 0.037 0.040 0.040 0.047 0.0563 0.057 0.063
75 0.007 0.013 0.020 0.023 0.040 0.047 0.063 0.063 0.070 0.073 0.077  0.090
100 | 0.007 0.020 0.030 0.030 0.040 0.047 0.057 0.067 0.073 0.080 0.090 0.100
150 | 0.006 0.018 0.020 0.020 0.022 0.030 0.036 0.048 0.054 0.058 0.060 0.066
200 | 0.006 0.014 0.022 0.026 0.038 0.040 0.046 0.052 0.056 0.074 0.084 0.092

Cuadro 4.1: Tamafios de prueba para k1 =

0.1, 0.5, 1, 2, 5, usando el EMV y tamaio de muestra
n = 30, 40, ...,200 realizando m = 1000 y M = 500 repeticiones con aproximaciones de
los cuantiles en un error menor a 0.00001 con 1000 iteraciones.
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4.4. TAMANO DE LA PRUEBA

Tamanos de prueba para x = 0.1 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 0.020 0.057 0.069 0.083 0.111 0.154 0.166 0.189 0.206 0.217 0.240 0.251
40 0.016 0.036 0.048 0.056 0.092 0.132 0.164 0.208 0.212 0.228 0.264 0.280
50 0.010 0.037 0.063 0.087 0.107r 0.133 0.150 0.187 0.213 0.227 0.233  0.257
75 0.016 0.036 0.052 0.080 0.120 0.144 0.188 0.200 0.208 0.220 0.232 0.260
100 | 0.013 0.033 0.043 0.047 0.087 0.123 0.150 0.173 0.177 0.180 0.190 0.217
150 | 0.010 0.032 0.040 0.050 0.082 0.100 0.132 0.162 0.174 0.182 0.208 0.220
200 | 0.002 0.010 0.022 0.032 0.062 0.086 0.122 0.144 0.158 0.172 0.196 0.212

Tamanos de prueba para x = 0.5 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 0.014 0.023 0.031 0.034 0.037 0.051 0.074 0.080 0.089 0.097 0.114 0.126
40 0.013 0.023 0.030 0.033 0.040 0.043 0.063 0.077 0.087 0.093 0.110 0.120
50 0.007 0.010 0.017 0.020 0.023 0.040 0.053 0.073 0.087 0.090 0.097 0.107
75 0.003 0.007 0.013 0.020 0.040 0.050 0.073 0.077 0.083 0.087 0.087 0.097
100 | 0.003 0.007 0.013 0.020 0.023 0.037 0.050 0.063 0.067 0.070 0.080 0.097
150 | 0.004 0.008 0.010 0.010 0.020 0.038 0.048 0.064 0.066 0.074 0.080 0.090
200 | 0.008 0.014 0.020 0.024 0.034 0.046 0.052 0.066 0.072 0.074 0.080 0.098

Tamanos de prueba para x = 1 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 0.002 0.006 0.010 0.016 0.034 0.042 0.048 0.056 0.068 0.070 0.082 0.092
40 0.007  0.017 0.020 0.027 0.037 0.047 0.063 0.070 0.077 0.090 0.107 0.130
50 0.002 0.008 0.008 0.012 0.012 0.016 0.032 0.046 0.052 0.056 0.072 0.092
75 0.000 0.013 0.017 0.020 0.023 0.030 0.040 0.050 0.063 0.060 0.067 0.070
100 | 0.010 0.010 0.013 0.013 0.020 0.027 0.033 0.040 0.050 0.050 0.057 0.070
150 | 0.000 0.003 0.007 0.017 0.023 0.027 0.033 0.043 0.043 0.043 0.043 0.053
200 | 0.007 0.010 0.013 0.017 0.017 0.023 0.043 0.043 0.043 0.050 0.060 0.070

Tamanos de prueba para x = 2 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 0.007 0.010 0.013 0.017 0.027 0.040 0.057 0.070 0.077 0.080 0.087 0.100
40 0.003 0.007 0.010 0.013 0.017 0.027 0.040 0.0563 0.063 0.070 0.083 0.090
50 0.000 0.003 0.007 0.013 0.023 0.030 0.037 0.043 0.047 0.053 0.057 0.063
75 0.003 0.003 0.007 0.013 0.027 0.030 0.040 0.057 0.060 0.060 0.063 0.073
100 | 0.000 0.010 0.013 0.013 0.030 0.040 0.053 0.067 0.073 0.077 0.087 0.097
150 | 0.002 0.004 0.008 0.012 0.016 0.030 0.036 0.048 0.056 0.058 0.066 0.070
200 | 0.000 0.002 0.006 0.012 0.014 0.020 0.032 0.042 0.042 0.042 0.052 0.064

Tamanos de prueba para x =5 y valores de «

n 0.010 0.020 0.025 0.030 0.040 0.050 0.060 0.070 0.075 0.080 0.090 0.100
30 0.003 0.010 0.017 0.020 0.023 0.033 0.040 0.0563 0.067 0.067 0.070 0.077
40 0.000 0.008 0.008 0.025 0.030 0.040 0.048 0.068 0.063 0.063 0.068 0.070
50 0.003 0.010 0.017 0.020 0.037 0.037 0.040 0.047 0.047 0.050 0.073 0.083
75 0.003 0.010 0.013 0.017 0.023 0.027 0.047 0.057 0.057 0.057 0.070 0.073
100 | 0.000 0.000 0.008 0.012 0.024 0.032 0.036 0.060 0.064 0.064 0.068 0.068
150 | 0.000 0.000 0.004 0.008 0.020 0.024 0.034 0.044 0.046 0.052 0.068 0.076
200 | 0.000 0.002 0.008 0.014 0.022 0.028 0.038 0.058 0.070 0.074 0.082 0.092

Cuadro 4.2: Tamaios de prueba para ko = 0.1, 0.5, 1, 2, 5, usando el estimador de momentos tamano
de muestra n = 30, 40, ...,200 realizando m = 1000 y M = 500 repeticiones con aproxi-

maciones de los cuantiles en un error menor a 0.00001 con 1000 iteraciones.
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4.5. POTENCIAS DE LAS PRUEBAS BOOTSTRAP PARAMETRICO

NOTA 4.1. De las tablas 4.1 y 4.2 se puede establecer:

1).- El estimador de maxima verosimilitud funciona bien con la prueba bootstrap
para los diferentes valores de x, aunque al aumentar su valor en muestras de
tamano 30 el tamano de la prueba rebasa ligeramente el valor de .

2).- El estimador de momentos no funciona bien para muestras pequenas y val-
ores de k < 0.05, pero en valores mayores de x sus tamafios de prueba son
ligeramente mejores que los del estimador de maxima verosimilitud.

3).- Esto concuerda con los resultados obtenidos en el capitulo previo sobre el valor

del estimador y su error cuadrado medio.

4.5. Potencias de las pruebas Bootstrap paramétrico

En la seccién anterior se revisé el tamano de la prueba, para la prueba bootstrap paramétrica,
obviamente el paso siguiente consiste en determinar la potencia de la prueba para el proble-
ma (4.1.2), determinar si los datos muestrales analizados pertenecen a la familia LGG. Por
tratarse de una prueba bootstrap, se proporciona un programa en el Proyecto R que calcule
la potencia de la prueba.

4.5.1. Metodologia para determinar la potencia de las pruebas

Para determinar la potencia de la prueba con cualquiera de los 2 estimadores, se programé una
funcién en el proyecto R que trabaja de la siguiente forma:

1).-
2).-

3).-
4).-

5).-

6).-

7).

Se genera una muestra xq, Ts, ..., T, € . En donde, 77 es la distribucién alternativa.

Con la muestra generada en 1 calcular una estimacién para el parametro de forma y
considerar su valor absoluto, denotandola por ;0 de x, con j =1, 2.

Con la muestra generada en 1 y kj se calcula el coeficiente de correlaciéon muestral, 7.
A partir de kK iniciar un ciclo de bootstrap.

a).- Generar una muestra bootstrap de tamafio n de LGG(0, 1, &, ).

b).- Con la muestra bootstrap del inciso 4a calcular una estimacién para el pardmetro
de forma y considerar su valor absoluto, denotandola por &; ;.

c).- Con k;; del inciso 4b se calcula su coeficiente de correlacién muestral, 7.

El ciclo de bootstrap del inciso 4 se repite m veces para calcular 7,79, ..., 7, en donde

m- cantidad de estimaciones de bootstrap para determinar el cuantil bootstrap, general-

mente se recomienda m > 1000.

Con el ciclo terminado 71, 79, . . . , 7, son ordenados en forma no decreciente, denotandolos
con 7;. Entonces, 7 < 79 < --- < 7, y obtener los cuantiles requeridos. En este caso se
tomaron los cuantiles 0.01, 0.025, 0.05, 0.075 y 0.10, que se denotan en general 7., para
¢ = 0.01,0.025,...,0.10.

Comparar 7y con los cuantiles del inciso 6.
a).- Siry <7, se asigna 1 en el cuantil correspondiente.
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b).- Si 7y > 7, se asigna 0 en el cuantil correspondiente.

8).- Repetir los incisos desde el inciso 1 hasta 7 M veces. Finalmente se obtienen los prome-
dios por cuantil de estas repeticiones, dichos promedios son las potencias de las pruebas.

4.5.2. Distribuciones alternativas para el estudio de la potencia de la prueba

En general el problema de decidir qué distribuciones utilizar para calcular la potencia de la
prueba, para el caso bootstrap paramétrico es sencillo, debido a la invarianza del coeficiente
de asimetria con respecto a localidad y escala, y el hecho de que dos segmentos siempre son
homotéticos, las densidades no necesariamente deben tener el mismo soporte, como era una
primera idea al respecto.

Luego, las distribuciones que seran utilizadas en la potencia de la prueba bootstrap, se
han clasificado en tres tipos: simétricas, sesgadas y las que pueden ser de alguno de los tipos
anteriores, seguin se elijan sus parametros. Se muestran sus funciones de densidad de cada una
de ellas.

Distribuciones simétricas

(z—p)*
1).- Normal f(x;p,0) = ——e 202 conz €R, p€R, o> 0.

o

N

v+1
2).- t-student f(z;v) = %(1 + x—j)f(yﬂw conz €R, v>0.
P} VTV

3).- Logistica f(z;u, ) = T conw € R, pneR, §>0.
B(14e-e-mr8)

4).- Laplace f(z;p,0) = zie*‘x*“V" conzx €R, peR, o>0.

g

5).- Cauchy f(x;0,0) = m conr €R, R, 0 >0.

[

6).- t-no central f(z;v,d) = U:;;S , U~ N(0,1), V ~ x2 independientes § € R, v > 0.

$

Distribucion que puede ser asimétrica o simétrica

7).- Beta f(z;a,0) = Fr(gog}r(ﬁﬁ))xa_l(l —2)lecon0<a<1, a,8>0.

Distribuciones asimétricas

8).- Gumbel f(z;a, ) = %e_(z_a)/ﬂ exp ( — e_(gc_o‘)/ﬁ) conze€R, aeR, 5>0.

9).- Gamma f(z;a,\) = F’?z)x"_le—“ conz >0, a,\> 0.

10).- Ji-cuadrada f(z;v) = gv/>7te=2/2 con v > 0, v > 0.

1
2v/2T (v /2)

11).- Weibull f(z;«, ) = %_16*’3&/5 conz >0, a,8 > 0.
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m

r(32)(2)"" —(rt1m)/2
12).- F-snedecor f(x;vy,15) = . x”1/2’1(1 + Z—;x) P2 >0, v, v > 0.

r(%)

13).- Fréchet f(z;a, B, 1) = Wexp(— ﬁ) conx >u, peRa B >0.
B B

w‘é
~—

»

14).- Exponencial f(z;3) = e /% con 2 >0, 3 > 0.

E

15).- Pareto f(z;0,p5) = %GH conz>46,6,0>0.

16).- Log-normal f(z;p,0) = —t—e (108@)-1*/2%) con 2 >0, p e R, > 0.

oV 2T
17).- Log-Logistica f(x;u, ) = e CD7nIP - con x> 0, weR, g>0.
28 (1+e~tos@—n)/5)
18).- Log-Cauchy f(z;0,0) = [1+ l(}g(x)_e)Q} conx >0, 0 €R, o>0.
r(*5) (og(x) —)? | ~(+1)/2
19).- Log t-student f(z;u,v) = 2L (1 4 el conz >0, peR, v>0.

or (5) v

20).- Log-Laplace f(z;p,0) = ﬁe"log(“f)_’”/g conz >0, pueR, o>0.

4.5.3. Resultados de la Potencia de la prueba

En esta subseccion se presentan algunas tablas que muestran la potencia de la prueba para
ambos estimadores, 1 y kg, del pardmetro de forma de la familia LGG(0, 1, ), con diferentes
valores de significancia (0.01, 0.025, 0.05, 0.075 y 0.10) y tamanos de muestra (30, 40, 50, 75,
100, 150 y 200), aplicados a cada una de las distribuciones mostradas en la seccién anterior.
Se hace una diferencia entre las distribuciones que tienen soporte en todo R y son simétricas
con respecto a otras distribuciones que son asimétricas.

Las tablas estan dadas de la siguiente forma, por columna se muestra el nivel de sig-
nificancia y por filas las potencias de la prueba. Para cada nivel de significancia la columna
izquierda corresponde a la prueba para el EMV £; y la columna derecha la prueba para el
estimador de momentos As.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.000 0.065 | 0.020 0.100 | 0.040 0.140 | 0.050 0.155 | 0.070  0.170
40 | 0.010 0.080 | 0.020 0.110 | 0.050 0.160 | 0.090 0.170 | 0.120  0.200
50 | 0.020 0.075 | 0.030 0.115 | 0.060 0.155 | 0.100 0.215 | 0.130  0.240
75 | 0.020 0.083 | 0.060 0.118 | 0.060 0.164 | 0.100 0.218 | 0.140 0.246
100 | 0.050 0.084 | 0.060 0.119 | 0.090 0.166 | 0.120 0.234 | 0.140 0.260
150 | 0.076 0.087 | 0.099 0.120 | 0.116 0.169 | 0.170 0.235 | 0.207 0.261
200 | 0.117 0.087 | 0.147 0.120 | 0.157 0.169 | 0.212 0.241 | 0.251  0.265

Cuadro 4.3: Potencias para la distribucién alternativa normal con p =0y o = 0.2.
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n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.130 0.200 | 0.190 0.265 | 0.260 0.325 | 0.270 0.380 | 0.300 0.390
40 | 0.220 0.200 | 0.280 0.260 | 0.320 0.330 | 0.400 0.380 | 0.420 0.405
50 | 0.320 0.255 | 0.400 0.335 | 0.460 0.395 | 0.500 0.425 | 0.540  0.495
75 | 0.290 0.296 | 0.350 0.389 | 0.440 0.446 | 0.500 0.459 | 0.560  0.569
100 | 0.367 0.359 | 0.442 0.473 | 0.514 0.523 | 0.581 0.510 | 0.636 0.682
150 | 0.450 0.444 | 0.532 0.584 | 0.609 0.627 | 0.689 0.579 | 0.755 0.833
200 | 0.502 0.511 | 0.591 0.673 | 0.680 0.710 | 0.750 0.634 | 0.830 0.953

Cuadro 4.4: Potencias para la distribucién alternativa t-Student con v = 5.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.075 0.080 | 0.135 0.160 | 0.185 0.210 | 0.250 0.250 | 0.265 0.300
40 | 0.080 0.096 | 0.150 0.192 | 0.210 0.252 | 0.270 0.300 | 0.305 0.360
50 | 0.145 0.170 | 0.200 0.208 | 0.255 0.273 | 0.280 0.325 | 0.305 0.390
75 | 0.160 0.174 | 0.255 0.217 | 0.325 0.284 | 0.370 0.338 | 0.405 0.406
100 | 0.181 0.236 | 0.266 0.248 | 0.336 0.326 | 0.372 0.388 | 0.410 0.465
150 | 0.224 0.294 | 0.320 0.277 | 0.397 0.364 | 0.425 0.433 | 0.469 0.520
200 | 0.263 0.361 | 0.369 0.305 | 0.450 0.400 | 0.476 0.476 | 0.522  0.572

Cuadro 4.5: Potencias para la distribucién alternativa logistica con u =0y g8 = 2.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.260 0.250 | 0.350 0.330 | 0.400 0.400 | 0.410 0.435 | 0470 0.470
40 | 0.340 0.310 | 0.450 0.400 | 0.490 0.485 | 0.560 0.575 | 0.590 0.620
50 | 0.390 0.340 | 0.460 0.435 | 0.520 0.528 | 0.580 0.645 | 0.610  0.695
75 | 0.510 0.375 | 0.560 0.476 | 0.670 0.577 | 0.760 0.726 | 0.800 0.782
100 | 0.532 0.410 | 0.584 0.517 | 0.688 0.627 | 0.793 0.809 | 0.822 0.871
150 | 0.578 0.447 | 0.622 0.560 | 0.738 0.679 | 0.856 0.895 | 0.883 0.963
200 | 0.622 0.485 | 0.657 0.604 | 0.784 0.733 | 0.915 0.983 | 0.939 1.000

Cuadro 4.6: Potencias para la distribucién alternativa Laplace con y =0y o = 2.

n | 0.010 0.010 [ 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.040 0.230 | 0.120 0.410 | 0.170 0.460 | 0.200 0.490 | 0.250 0.540
40 | 0.120 0.340 | 0.250 0.370 | 0.290 0.470 | 0.320 0.500 | 0.380 0.570
50 | 0.130 0.400 | 0.210 0.520 | 0.350 0.560 | 0.450 0.650 | 0.510  0.700
75 | 0.270 0.499 | 0.400 0.592 | 0.510 0.609 | 0.540 0.730 | 0.640 0.777
100 | 0.283 0.611 | 0.420 0.693 | 0.542 0.681 | 0.601 0.846 | 0.697 0.887
150 | 0.326 0.719 | 0.472 0.779 | 0.605 0.740 | 0.667 0.943 | 0.771  1.000
200 | 0.365 0.835 | 0.520 0.879 | 0.663 0.811 | 0.728 1.000 | 0.840  1.000

Cuadro 4.7: Potencias para la distribucién alternativa Beta con o« =4y 8 = 10.
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n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30| 0.930 0.825 | 0.950 0.900 | 0.970 0.920 | 0.970 0.950 | 0.970  0.960
40 [ 0.960 0.900 [ 0.970 0.935 | 0.980 0.970 | 0.980 0.980 | 0.980 0.990
50 | 0.980 0.942 | 0.990 0.955 [ 0.990 1.000 | 0.990 1.000 | 0.990 1.000
751 1.000 0.980 | 1.000 1.000 { 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000  1.000
Cuadro 4.8: Potencias para la distribucién alternativa Cauchy con # =0y o = 2.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.340 0.605 | 0.390 0.740 | 0.460 0.785 | 0.530 0.795 | 0.580 0.795
40 | 0.460 0.740 | 0.600 0.800 | 0.640 0.870 | 0.680 0.885 | 0.720 0.905
50 | 0.610 0.808 | 0.690 0.830 | 0.740 0.912 | 0.790 0.930 | 0.800  0.960
75 | 0.790 0.886 | 0.870 0.865 | 0.890 0.962 | 0.920 0.982 | 0.950  1.000
100 | 0.842 0.966 | 0.937 0.900 | 0.953 1.000 | 0.978 1.000 | 0.994 1.000
150 | 0.928 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000

Cuadro 4.9: Potencias para la distribucién alternativa Gumbel con a =0y 5 = 2.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.600 0.630 | 0.740 0.680 | 0.820 0.790 | 0.860 0.800 | 0.860  0.810
40 | 0.740 0.720 | 0.850 0.760 | 0.900 0.810 | 0.910 0.820 | 0.920 0.830
50 | 0.860 0.790 | 0.920 0.870 | 0.950 0.920 | 0.980 0.940 | 0.980 0.970
75 | 0.980 0.812 | 1.000 0.887 | 1.000 0.926 | 1.000 0.946 | 1.000 0.977
100 | 1.000 0.832 | 1.000 0.923 | 1.000 0.965 | 1.000 0.989 | 1.000 1.000

Cuadro 4.10: Potencias para la distribucién alternativa gamma con a =4y § =5.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.100 0.320 | 0.185 0.415 | 0.275 0.495 | 0.320 0.530 | 0.355  0.550
40 | 0.150 0.400 | 0.360 0.519 | 0.440 0.619 | 0.500 0.663 | 0.560 0.688
50 | 0.370 0.480 | 0.460 0.623 | 0.520 0.742 | 0.580 0.795 | 0.610 0.825
75 | 0.560 0.600 | 0.640 0.778 [ 0.770 0.928 | 0.810 0.928 | 0.860  0.962
100 | 0.613 0.810 | 0.697 0.934 | 0.811 1.000 | 0.857 1.000 | 0.908 1.000
150 | 0.707 0.930 | 0.781 0.980 | 0.902 1.000 | 0.947 1.000 | 1.000 1.000
200 | 0.873 1.000 | 0.916 1.000 [ 0.985 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000

Cuadro 4.11: Potencias para la distribucién alternativa Ji-cuadrada con v = 20.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.040 0.370 | 0.160 0.500 | 0.230 0.530 | 0.260 0.620 | 0.390 0.680
40 | 0.150 0.510 | 0.220 0.560 | 0.310 0.660 | 0.420 0.730 | 0.470 0.770
50 | 0.150 0.620 | 0.300 0.730 | 0.380 0.780 | 0.510 0.830 | 0.520  0.850
75 | 0420 0.756 | 0.610 0.840 | 0.760 0.912 | 0.810 0.941 | 0.880  0.940
100 | 0.514 0.830 | 0.723 0.941 | 0.772 1.000 | 0.847 1.000 | 0.890  1.000
150 | 0.557 0.940 | 0.776 0.970 | 0.876 1.000 | 0.949 1.000 | 0.986  1.000
200 | 0.819 1.000 | 0.912 1.000 | 0.975 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000

Cuadro 4.12: Potencias para la distribucién alternativa Weibull con a =2y 5 = 2.
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n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100

30| 0945 0.990 | 0975 0.990 | 0.995 0.990 | 1.000 0.990 | 1.000 0.990

40 [ 0.980 1.000 [ 0.990 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000  1.000
Cuadro 4.13: Potencias para la distribucién alternativa F con 1 =4y 1, = 8.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100

30| 0.960 0.990 | 0.960 0.990 | 0.960 0.990 | 0.960 0.990 | 0.960 0.990

40 [ 0.995 1.000 [ 0.995 1.000 | 0.995 1.000 | 0.995 1.000 | 0.995 1.000

Cuadro 4.14: Potencias para la distribucién alternativa Fréchet con p =0, a =2y g =5.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0910 0.980 | 0.960 0.990 [ 0.990 1.000 [ 0.990 1.000 | 1.000 1.000
40 [ 0.980 1.000 [ 0.990 1.000 | 1.000 1.000 [ 1.000 1.000 | 1.000  1.000
50 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000 [ 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000

Cuadro 4.15: Potencias para la distribucién alternativa Pareto con § =4y 5 = 20.

n | 0.010 0.010 | 0.025 0.025 | 0.050 0.050 | 0.075 0.075 | 0.100 0.100
30 | 0.830 0.990 | 0.910 1.000 [ 0.940 1.000 [ 0.980 1.000 | 0.980 1.000
40 [ 0.990 1.000 [ 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000 1.000 | 1.000  1.000

Cuadro 4.16: Potencias para la distribucidn alternativa exponencial con A = 0.1.
La potencia para las alternativas restantes:
» Log-normal con p =0y o = 2.

Log-logistica con p =0y g = 2.

Log-Cauchy con 8 =0y o = 2.

Log-T-student con p =0y v = 5.

Log-Laplace con p =0y o = 2.

Para tamanos de muestra n > 30 fue 1 en ambas pruebas.

NOTA 4.2. De las tablas para la potencia de la prueba se puede establecer:

1).- Las pruebas funcionan mejor mientras mas pesada es la cola.

2).- Ambas pruebas tienen potencias elevadas en el caso de distribuciones sesgadas
a la derecha.

3).- Las potencias para la prueba del estimador de momentos son mejores que para
el EMV.

4).- Las pruebas son un poco bajas en el caso de distribuciones simétricas y
tamanos de muestra pequenos.
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4.6. Pruebas de bondad de ajuste para LGG(, 0, k)

En las secciones anteriores se revisé el problema de la prueba de bondad de ajuste para el
problema 4.1.2, pero la pregunta obvia consiste en determinar qué paso con los parametros &
y 0. Como se mostré en el desarrollo del estudio, quedé establecida la prueba para determinar si
los datos de una realizacién provienen o no de una distribuciéon LGG, y que bajo la invarianza
de los parametros de localidad y escala se redujo a estudiar el problema 4.1.2. Para dar
respuesta al problema 4.1.1 se utilizan los resultados de la distribucion estandar, puesto que
ahora se conoce el valor del estimador de k, denotado por &, queda por conocer los otros dos
valores que estiman a los parametros £ y o.

Este problema quedo resuelto en la seccion 2.2.1, en donde quedd expresada la respuesta
para el caso cuando es conocido el valor del parametro de forma, x, se tiene que resolver
primeramente la ecuacién para el parametro de escala, o, dada por (2.2.7), este valor se
sustituye en (2.2.6) para obtener el valor del pardmetro de localidad &.

NOTA 4.3. Concluyendo el desarrollo de la seccién, resulta que dada una real-
izacién x1, ..., x,, para llevar a cabo la prueba de bondad de ajuste para el problema
completo 4.1.1 se pueden seguir los siguientes pasos:

1).- Con la realizacién y un nivel de significancia « llevar a cabo la prueba boot-
strap, propuesta en las secciones anteriores.

2).- Si la prueba bootstrap indica que los datos siguen una distribucién
LGG(0,1, k), continuar en caso contrario se concluye que al nivel de signifi-
cancia « los datos no siguen una distribucién LGG(0,1, ).

3).- Con el valor estimado &, resolver la ecuacién para o

n —
Ty, — &
§ exp .
OKR

=1

) —nke ¥ =

4).- Con el valor de ¢ calcular el valor de é .
¢ =z +6Vi(log(k) — ¥(k)).

5).- Concluir: Se determiné que al nivel de significancia « los datos siguen una
distribuciéon LGG(&, 6, k).

4.6.1. Funcién en R para realizar la prueba de bondad de ajuste

Finalmente al haber revisado la prueba de bondad de ajuste para LGG(0, 1, k) y la parte com-
plementaria sobre sus otros dos estimadores de los parametros £ y o, es conviente proporcionar
una funcién que realice los calculos para una muestra dada. Para esto primeramente se pro-
porcionara la metodologia para determinar, bajo cada una de las dos pruebas propuestas, los
valores criticos. Por tratarse de una prueba bootstrap, que trabaja con la muestra de estudio,
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se proporciona un programa en el Proyecto R, que dada una realizacién de la muestra, nivel
de significancia, cantidad de repeticiones, error de aproximacién y cantidad de iteraciones,
indique si hay evidencias para rechazar o no la hipdtesis nula en (4.1.2).

1).-

2).-

3).-

4).-

5).-

6).-

7).-

Con el estimador (1 o 2) y las observaciones, calcular una estimacién de s, en caso de
ser negativa se considera su valor absoluto, denétandolo por k.

En el caso del estimador de momentos la estimacion de s no tiene problemas, porque
estd basada en el coeficiente de asimetria y éste es invariante en localidad y escala. Para
el caso del EMV y debido a que la distribucion esta suponiéndose con los tres parametros
se utiliza la funcién optim del proyecto R, en lugar de optimize.

Con las observaciones y ¢ calcular una valor del estimador del coeficiente de correlacién,
sea 7.

A partir de &g iniciar un ciclo bootstrap.

a).- Generar una muestra bootstrap de tamano n de LGG(0, 1, Ry).

b).- Con el estimador correspondiente (1 o 2) y la muestra bootstrap del inciso (3a)
calcular una estimacion para el pardmetro de forma y considerar su valor absoluto,
denotandola por A.

c).- Con la muestra bootstrap del inciso (3a) y &1 calcular una estimacién del coeficiente
de correlacion, sea 7.

d).- Guardar el estimador &,

Con el ciclo bootstrap iniciado calcular 79,73, ...,7,,, en donde m es la cantidad de
estimaciones bootstrap para determinar el cuantil bootstrap, generalmente se recomienda
m > 1000.

Con el ciclo terminado 7,75, ..., T, ordenarlos en forma no decreciente, denotandolos
con 7;. Luego, 7y < 179 < --- < 7, v determinar la constante critica del coeficiente de
correlacion al nivel « de significancia. Es decir, 7(qy,.

Comparar 7 con la constante critica 74, y aplicar la regla de decision.
a).- SiTy< T'lam], Techazar la hipétesis nula al a de significancia.

b).- Si 7y > Tjam], no rechazar la hipétesis nula al o de significancia.

Con los valores k; guardados en el paso 3d obtener el estimador de x por medio de
su media. Con este valor y (2.2.6)- (2.2.7) calcular los estimadores para £ y o. En
este punto al resolver (2.2.7) se recomienda encontrar con optimize el minimo del valor
absoluto de esta expresion.
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4.7. Aplicaciones

El estudio de familias de distribuciones que tienen varios parametros siempre resulta atractivo,
debido a que con ellas puede darse respuesta a diferentes aplicaciones. La familia que se
estudio en el trabajo no es la excepcion puesto que con sus tres parametros y transformaciones
muy sencillas como Y = —X o Y = log(X) representan distribuciones del tipo: Weibull,
Gumbel, Exponencial, entre muchas otras. Por tales razones su uso resulta atractivo.

En Control Estadistico del Proceso juegan un papel muy importante las Cartas de Con-
trol, introducidas por Walter A. Shewhart en 1920, porque constituyen un procedimiento
estadistico de control que ayudan a eliminar la variabilidad del proceso de produccion o al
menos disminuirla tanto como sea posible. Una de las limitantes de las cartas de control reside
en que siguen utilizandose en procesos de produccién con distribucién normal, esto se debe a
que resultan varias complicaciones para obtener metodologias que sirvan para determinar las
cartas de control de un proceso de produccién con distribucién diferente a la normal.

En esta seccién y con ayuda del material desarrollado en el trabajo se propondra la
metodologia y las cartas de control para procesos de produccién con distribucién que sea de
alguno de los tipos de distribuciones que puede abarcar la familia log-gamma generalizada.

4.7.1. Cartas de control X y S bajo una politica 3¢

Es bien conocido que las cartas de control X y S bajo 30 (3 desviaciones estdndar) trabajan
con los limites dados en las expresiones (4.7.1) y (4.7.2)

i

LICy = X — A, LICs = SD; (4.7.1)
LSCx = X + A5 LSCs = SD,

En donde, A, = ﬁﬁ ydy = E(S); D3 =1—-3%, Dy =1+ 3% conds = /V(9).
Luego, para poder determinar los limites de control es necesario determinar la distribu-

cién de la estadistica S,_1, para esto se obtiene una distribucién asintética por medio del
método delta para calcular el valor esperado y la desviacion estandar de S,,_;.

Las distribuciones de S?_; y S,_; estdn en Sen and Singer (1993), en el Ejemplo 3.4.1
paginas 126 y 127 se encuentra la distribucién para S2_; y en el ejemplo 3.4.3 pdgina 132 la
distribucién para S, _1, los resultados se resumen en el teorema 4.2.

Teorema 4.2. Sea {X,} una sucesién de variables iid con media j y varianza o*, ademds

E(X!) < 0o y denotando E((X; — p)*) = py < 00 y Var((X; — p)?) = pa — o* = ~?, entonces

2

sz 5 N(a2, l), (4.7.3)
n
2

Sut B N<o, 4Z2n>, (4.7.4)

Luego, del Teorema 4.2 y (4.7.4) resulta

2

E(Su_) =0y V(Su_1) = ——. (4.7.5)

4o2n
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4.7.2. Cartas de control X y S para una distribucién log-gamma generalizada

En el caso de la distribucién log-gamma generalizada en su forma estdndar, ver proposiciones
1.6 y 1.8, se obtuvo

Luego, 02 = k' (K) y iy = K* [1//”(/@) + 3(@0’(%))2] , de donde 72 = k2 [Q/Jm(/i) + 2(@0’(&))2].
Se puede notar que las condiciones del teorema 4.2 se cumplen para k € [§,00) con § > 0, ver
la propiedad 10 de la funcién gamma. Por lo tanto, en el caso de la distribucién log-gamma
generalizada las distribuciones asintéticas de S2 | y S,,_1, ver (4.7.3) y (4.7.4), se obtienen
sustituyendo los valores para o2 y 2

. K2 [0 (k) + 2(¢/ (7))
S2 = N | k' (k), - , (4.7.8)

[0 (0) +2(' (1)

Sn—l 2> N fﬂb’(/{), 4¢’(/<o)n

(4.7.9)

Asi, para los limites de las cartas de control dados por (4.7.1) y (4.7.2) para X y S, en
el caso de la distribucion log-gamma generalizada

dy = E(S) = /K (k) (4.7.10)
B ) + 2 (0)

ds =/ V(5) = 4.7.11

3 ( ) 4Zﬂ/(f<&)n ( )

Mientras que Ay = ﬁﬁ’ D;=1 —33—; y Dy = 1—|—3§l—z. En las tablas 4.18 - 4.27 se muestran los
valores de estos términos para tamanos de muestra n = 5, 6,...,50 y los valores respectivos

de k = 0.1, 0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.75, 1, 5, 10 y 50.

En la tabla 4.17 se muestran los niveles confianza para los valores de x utilizados, asi como
la cantidad maxima de articulos defectuosos por cada 10,000 producidos.

K Nivel de confianza Defectuosos por cada 10,000 articulos
0.1 ] 0.75 0.9819 0.9867 181 133
0.2 1 0.9825 0.9881 175 119
0.3 5 0.9833 0.9945 167 55
0.4] 10 0.9841 0.9958 159 42
0.5] 50 0.9849 0.9970 151 30

Cuadro 4.17: Niveles de confianza para la LGG(0,1,k) con 30 y cantidad de defectuosos por cada
10,000 producidos.
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1), k =0.1.

n d3 A2 D3 .D4 n d3 A2 D3 D4
5 1.9930 0.4213 0.0000 2.8773 | 28 | 0.8422 0.1780 0.2067 1.7933
6 1.8194 0.3846 0.0000 2.7138 | 29 | 0.8276 0.1749 0.2205 1.7795
7 | 1.6844 0.3560 0.0000 2.5866 | 30 | 0.8137 0.1720 0.2336 1.7664
8 | 1.5756 0.3330 0.0000 2.4842 | 31 | 0.8004 0.1692 0.2460 1.7540
9 | 1.4855 0.3140 0.0000 2.3993 | 32 | 0.7878 0.1665 0.2579 1.7421
10 | 1.4093 0.2979 0.0000 2.3275 | 33 | 0.7758 0.1640 0.2692 1.7308
11 | 1.3437 0.2840 0.0000 2.2657 | 34 | 0.7643 0.1615 0.2801 1.7199
12 | 1.2865 0.2719 0.0000 2.2118 | 35 | 0.7533 0.1592 0.2904 1.7096
13 | 1.2360 0.2613 0.0000 2.1643 | 36 | 0.7428 0.1570 0.3004 1.6996
14 | 1.1911 0.2517 0.0000 2.1219 | 37 | 0.7327 0.1549 0.3099 1.6901
15 | 1.1507 0.2432 0.0000 2.0839 | 38 | 0.7229 0.1528 0.3190 1.6810
16 | 1.1141 0.2355 0.0000 2.0495 | 39 | 0.7136 0.1508 0.3278 1.6722
17 | 1.0809 0.2285 0.0000 2.0181 | 40 | 0.7046 0.1489 0.3363 1.6637
18 | 1.0504 0.2220 0.0106 1.9894 | 41 | 0.6960 0.1471 0.3444 1.6556
19 | 1.0224 0.2161 0.0369 1.9631 | 42 | 0.6877 0.1453 0.3523 1.6477
20 | 0.9965 0.2106 0.0613 1.9387 | 43 | 0.6796 0.1436 0.3598 1.6402
21 | 0.9725 0.2056 0.0839 1.9161 | 44 | 0.6718 0.1420 0.3671 1.6329
22 | 0.9501 0.2008 0.1050 1.8950 | 45 | 0.6643 0.1404 0.3742 1.6258
23 | 0.9293 0.1964 0.1247 18753 | 46 | 0.6571 0.1389 0.3811 1.6189
24 | 0.9097 0.1923 0.1431 1.8569 | 47 | 0.6501 0.1374 0.3877 1.6123
25 | 0.8913 0.1884 0.1604 1.8396 | 48 | 0.6432 0.1360 0.3941 1.6059
26 | 0.8740 0.1847 0.1767 1.8233 | 49 | 0.6366 0.1346 0.4003 1.5997
27 | 0.8577 0.1813 0.1921 1.8079 | 50 | 0.6303 0.1332 0.4063 1.5937
Cuadro 4.18: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,0.
n d3 A2 D3 _D4 n d3 A2 D3 D4
5 | 1.3979 0.5853 0.0000 2.8297 | 28 | 0.5907 0.2474 0.2268 1.7732
6 1.2761 0.5343 0.0000 2.6703 | 29 | 0.5805 0.2431 0.2403 1.7597
7 | 1.1815 0.4947 0.0000 2.5464 | 30 | 0.5707 0.2390 0.2530 1.7470
8 | 1.1052 0.4628 0.0000 2.4465 | 31 | 0.5614 0.2351 0.2652 1.7348
9 | 1.0420 0.4363 0.0000 2.3638 | 32 | 0.5526 0.2314 0.2767 1.7233
10 | 0.9885 0.4139 0.0000 2.2938 | 33 | 0.5441 0.2278 0.2878 1.7122
11 | 0.9425 0.3946 0.0000 2.2336 | 34 | 0.5361 0.2245 0.2983 1.7017
12 | 0.9024 0.3778 0.0000 2.1811 | 35 | 0.5284 0.2212 0.3084 1.6916
13 | 0.8670 0.3630 0.0000 2.1347 | 36 | 0.5210 0.2181 0.3181 1.6819
14 | 0.8354 0.3498 0.0000 2.0935 | 37 | 0.5139 0.2152 0.3274 1.6726
15 | 0.8071 0.3379 0.0000 2.0564 | 38 | 0.5071 0.2123 0.3363 1.6637
16 | 0.7815 0.3272 0.0000 2.0228 | 39 | 0.5005 0.2096 0.3449 1.6551
17 | 0.7581 0.3174 0.0077 1.9923 | 40 | 0.4942 0.2070 0.3531 1.6469
18 | 0.7368 0.3085 0.0357 1.9643 | 41 | 0.4882 0.2044 0.3610 1.6390
19 | 0.7171 0.3003 0.0614 1.9386 | 42 | 0.4823 0.2020 0.3687 1.6313
20 | 0.6990 0.2927 0.0851 1.9149 | 43 | 0.4767 0.1996 0.3761 1.6239
21 | 0.6821 0.2856 0.1072 1.8928 | 44 | 0.4712 0.1973 0.3832 1.6168
22 | 0.6664 0.2791 0.1277 1.8723 | 45 | 0.4660 0.1951 0.3901 1.6099
23 | 0.6518 0.2729 0.1469 1.8531 | 46 | 0.4609 0.1930 0.3968 1.6032
24 | 0.6381 0.2672 0.1649 1.8351 | 47 | 0.4560 0.1909 0.4032 1.5968
25 | 0.6252 0.2618 0.1817 1.8183 | 48 | 0.4512 0.1889 0.4095 1.5905
26 | 0.6130 0.2567 0.1976 1.8024 | 49 | 0.4466 0.1870 0.4155 1.5845
27 | 0.6016 0.2519 0.2126 1.7874 | 50 | 0.4421 0.1851 0.4214 1.5786

Cuadro 4.19: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,0.2), k = 0.2.
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3), k =0.3.

n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4
5 1.1303 0.7000 0.0000 2.7692 | 28 | 0.4777 0.2958 0.2524 1.7476
6 | 1.0319 0.6390 0.0000 2.6151 | 29 | 0.4693 0.2907 0.2654 1.7346
7 1 0.9553 0.5916 0.0000 2.4953 | 30 | 0.4615 0.2858 0.2777 1.7223
8 | 0.8936 0.5534 0.0000 2.3987 | 31 | 0.4540 0.2811 0.2895 1.7105
9 | 0.8425 0.5217 0.0000 2.3187 | 32 | 0.4468 0.2767 0.3006 1.6994
10 | 0.7993 0.4950 0.0000 2.2510 | 33 | 0.4400 0.2725 0.3113 1.6887
11 | 0.7621 0.4719 0.0000 2.1928 | 34 | 0.4335 0.2684 0.3215 1.6785
12 | 0.7296 0.4518 0.0000 2.1420 | 35 | 0.4272 0.2646 0.3313 1.6687
13 | 0.7010 0.4341 0.0000 2.0972 | 36 | 0.4213 0.2609 0.3406 1.6594
14 | 0.6755 0.4183 0.0000 2.0573 | 37 | 0.4155 0.2573 0.3496 1.6504
15 | 0.6526 0.4041 0.0000 2.0215 | 38 | 0.4100 0.2539 0.3582 1.6418
16 | 0.6319 0.3913 0.0110 1.9890 | 39 | 0.4047 0.2506 0.3665 1.6335
17 | 0.6130 0.3796 0.0405 1.9595 | 40 | 0.3996 0.2475 0.3745 1.6255
18 | 0.5957 0.3689 0.0675 1.9325 | 41 | 0.3947 0.2444 0.3822 1.6178
19 | 0.5799 0.3591 0.0924 1.9076 | 42 | 0.3900 0.2415 0.3896 1.6104
20 | 0.5652 0.3500 0.1154 1.8846 | 43 | 0.3854 0.2387 0.3967 1.6033
21 | 0.5516 0.3416 0.1367 1.8633 | 44 | 0.3810 0.2360 0.4036 1.5964
22 | 0.5389 0.3337 0.1566 1.8434 | 45 | 0.3768 0.2333 0.4103 1.5897
23 | 0.5270 0.3264 0.1751 1.8249 | 46 | 0.3727 0.2308 0.4167 1.5833
24 | 0.5159 0.3195 0.1925 1.8075 | 47 | 0.3687 0.2283 0.4229 1.5771
25 | 0.5055 0.3130 0.2088 1.7912 | 48 | 0.3648 0.2259 0.4290 1.5710
26 | 0.4957 0.3070 0.2241 1.7759 | 49 | 0.3611 0.2236 0.4348 1.5652
27 | 0.4864 0.3012 0.2386 1.7614 | 50 | 0.3574 0.2214 0.4405 1.5595
Cuadro 4.20: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,0.
n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4
5 | 0.9697 0.7865 0.0000 2.7053 | 28 | 0.4098 0.3323 0.2794 1.7206
6 | 0.8852 0.7179 0.0000 2.5567 | 29 | 0.4026 0.3266 0.2919 1.7081
7 | 0.8195 0.6647 0.0000 2.4412 | 30 | 0.3959 0.3211 0.3038 1.6962
8 | 0.7666 0.6218 0.0000 2.3482 | 31 | 0.3894 0.3159 0.3151 1.6849
9 | 0.7228 0.5862 0.0000 2.2711 | 32 | 0.3833 0.3109 0.3259 1.6741
10 | 0.6857 0.5561 0.0000 2.2058 | 33 | 0.3775 0.3061 0.3362 1.6638
11 | 0.6538 0.5302 0.0000 2.1497 | 34 | 0.3719 0.3016 0.3460 1.6540
12 | 0.6259 0.5077 0.0000 2.1008 | 35 | 0.3665 0.2973 0.3555 1.6445
13 | 0.6014 0.4877 0.0000 2.0576 | 36 | 0.3614 0.2931 0.3645 1.6355
14 | 0.5795 0.4700 0.0000 2.0191 | 37 | 0.3565 0.2891 0.3731 1.6269
15 | 0.5599 0.4541 0.0154 1.9846 | 38 | 0.3517 0.2853 0.3814 1.6186
16 | 0.5421 0.4396 0.0467 1.9533 | 39 | 0.3472 0.2816 0.3894 1.6106
17 | 0.5259 0.4265 0.0752 1.9248 | 40 | 0.3428 0.2781 0.3971 1.6029
18 | 0.5111 0.4145 0.1012 1.8988 | 41 | 0.3386 0.2746 0.4045 1.5955
19 | 0.4974 0.4034 0.1252 1.8748 | 42 | 0.3346 0.2714 0.4116 1.5884
20 | 0.4848 0.3932 0.1473 1.8527 | 43 | 0.3307 0.2682 0.4185 1.5815
21 | 04732 0.3838 0.1679 1.8321 | 44 | 0.3269 0.2651 0.4251 1.5749
22 | 0.4623 0.3749 0.1870 1.8130 | 45 | 0.3232 0.2622 0.4316 1.5684
23 | 0.4521 0.3667 0.2049 1.7951 | 46 | 0.3197 0.2593 0.4378 1.5622
24 | 0.4426 0.3590 0.2216 1.7784 | 47 | 0.3163 0.2565 0.4438 1.5562
25 | 04337 0.3517 0.2374 1.7626 | 48 | 0.3130 0.2538 0.4496 1.5504
26 | 0.4252 0.3449 0.2522 1.7478 | 49 | 0.3098 0.2512 0.4553 1.5447
27 | 04173 0.3384 0.2662 1.7338 | 50 | 0.3066 0.2487 0.4607 1.5393

Cuadro 4.21: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,0.4), x = 0.4.
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5), kK = 0.5.

n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4
5 | 0.8604 0.8541 0.0000 2.6432 | 28 | 0.3636 0.3609 0.3056 1.6944
6 | 0.7854 0.7797 0.0000 2.5000 | 29 | 0.3572 0.3547 0.3177 1.6823
7 | 0.7271 0.7219 0.0000 2.3887 | 30 | 0.3512 0.3487 0.3292 1.6708
8 | 0.6802 0.6752 0.0000 2.2990 | 31 | 0.3455 0.3430 0.3401 1.6599
9 | 0.6413 0.6366 0.0000 2.2247 | 32 | 0.3401 0.3376 0.3505 1.6495
10 | 0.6084 0.6040 0.0000 2.1619 | 33 | 0.3349 0.3325 0.3604 1.6396
11 | 0.5801 0.5758 0.0000 2.1078 | 34 | 0.3299 0.3275 0.3699 1.6301
12 | 0.5554 0.5513 0.0000 2.0607 | 35 | 0.3252 0.3228 0.3789 1.6211
13 | 0.5336 0.5297 0.0000 2.0190 | 36 | 0.3206 0.3183 0.3876 1.6124
14 | 0.5142 0.5104 0.0180 1.9820 | 37 | 0.3163 0.3140 0.3960 1.6040
15 | 0.4967 0.4931 0.0513 1.9487 | 38 | 0.3121 0.3098 0.4040 1.5960
16 | 0.4810 0.4775 0.0814 1.9186 | 39 | 0.3081 0.3058 0.4117 1.5883
17 | 0.4666 0.4632 0.1089 1.8911 | 40 | 0.3042 0.3020 0.4191 1.5809
18 | 0.4534 0.4502 0.1340 1.8660 | 41 | 0.3005 0.2983 0.4262 1.5738
19 | 0.4414 0.4382 0.1571 1.8429 | 42 | 0.2969 0.2947 0.4331 1.5669
20 | 0.4302 0.4271 0.1784 1.8216 | 43 | 0.2934 0.2913 0.4397 1.5603
21 | 0.4198 0.4168 0.1982 1.8018 | 44 | 0.2900 0.2879 0.4461 1.5539
22 | 0.4102 0.4072 0.2167 1.7833 | 45 | 0.2868 0.2847 0.4523 1.5477
23 | 0.4011 0.3982 0.2339 1.7661 | 46 | 0.2837 0.2816 0.4583 1.5417
24 | 0.3927 0.3898 0.2500 1.7500 | 47 | 0.2806 0.2786 0.4641 1.5359
25 | 0.3848 0.3820 0.2652 1.7348 | 48 | 0.2777 0.2757 0.4697 1.5303
26 | 0.3773 0.3746 0.2794 1.7206 | 49 | 0.2748 0.2728 0.4751 1.5249
27 | 0.3702 0.3676 0.2929 1.7071 | 50 | 0.2721 0.2701 0.4804 1.5196
Cuadro 4.22: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,0.
n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4
5 | 0.6944 0.9717 0.0000 2.5088 | 28 | 0.2934 0.4106 0.3624 1.6376
6 | 0.6339 0.8870 0.0000 2.3773 | 29 | 0.2883 0.4035 0.3735 1.6265
7 | 0.5869 0.8212 0.0000 2.2752 | 30 | 0.2835 0.3967 0.3840 1.6160
8 | 0.5490 0.7682 0.0000 2.1928 | 31 | 0.2789 0.3902 0.3941 1.6059
9 | 05176 0.7243 0.0000 2.1246 | 32 | 0.2745 0.3841 0.4036 1.5964
10 | 0.4910 0.6871 0.0000 2.0669 | 33 | 0.2703 0.3782 0.4127 1.5873
11 | 0.4682 0.6551 0.0000 2.0172 | 34 | 0.2663 0.3726 0.4214 1.5786
12 | 0.4482 0.6272 0.0261 1.9739 | 35 | 0.2625 0.3673 0.4297 1.5703
13 | 0.4307 0.6026 0.0643 1.9357 | 36 | 0.2588 0.3621 0.4377 1.5623
14 | 0.4150 0.5807 0.0983 1.9017 | 37 | 0.2553 0.3572 0.4454 1.5546
15 | 0.4009 0.5610 0.1289 1.8711 | 38 | 0.2519 0.3525 0.4527 1.5473
16 | 0.3882 0.5432 0.1566 1.8434 | 39 | 0.2486 0.3479 0.4598 1.5402
17 | 0.3766 0.5270 0.1817 1.8183 | 40 | 0.2455 0.3435 0.4666 1.5334
18 | 0.3660 0.5121 0.2048 1.7952 | 41 | 0.2425 0.3393 0.4731 1.5269
19 | 0.3562 0.4985 0.2260 1.7740 | 42 | 0.2396 0.3353 0.4794 1.5206
20 | 0.3472 0.4858 0.2456 1.7544 | 43 | 0.2368 0.3313 0.4855 1.5145
21 | 0.3388 0.4741 0.2638 1.7362 | 44 | 0.2341 0.3276 0.4914 1.5086
22 | 0.3310 0.4632 0.2807 1.7193 | 45 | 0.2315 0.3239 0.4971 1.5029
23 | 0.3238 0.4531 0.2965 1.7035 | 46 | 0.2289 0.3204 0.5026 1.4974
24 | 0.3170 0.4435 0.3113 1.6887 | 47 | 0.2265 0.3169 0.5079 1.4921
25 | 0.3106 0.4346 0.3252 1.6748 | 48 | 0.2241 0.3136 0.5130 1.4870
26 | 0.3045 0.4261 0.3384 1.6616 | 49 | 0.2218 0.3104 0.5180 1.4820
27 | 0.2988 0.4181 0.3507 1.6493 | 50 | 0.2196 0.3073 0.5229 1.4771

Cuadro 4.23: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,0.75), k = 0.75.

94



4.7. APLICACIONES

n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4

5 0.6016 1.0461 -0.4071 2.4071 | 28 | 0.2542 0.4420 0.4054 1.5946
6 | 0.5492 0.9549 -0.2845 2.2845 | 29 | 0.2498 0.4344 0.4157 1.5843
7 105084 0.8841 -0.1892 2.1892 | 30 | 0.2456 0.4271 0.4255 1.5745
8 | 04756 0.8270 -0.1124 2.1124 | 31 | 0.2416 0.4201 0.4349 1.5651
9 | 0.4484 0.7797 -0.0488 2.0488 | 32 | 0.2378 0.4135 0.4438 1.5562
10 | 0.4254 0.7397 0.0050 1.9950 | 33 | 0.2342 0.4072 0.4523 1.5477
11 | 0.4056 0.7053 0.0513 1.9487 | 34 | 0.2307 0.4012 0.4604 1.5396
12 | 0.3883 0.6752 0.0917 1.9083 | 35 | 0.2274 0.3954 0.4682 1.5318
13 | 0.3731 0.6487 0.1273 1.8727 | 36 | 0.2242 0.3898 0.4756 1.5244
14 | 0.3595 0.6251 0.1591 1.8409 | 37 | 0.2211 0.3845 0.4827 1.5173
15 | 0.3473 0.6040 0.1876 1.8124 | 38 | 0.2182 0.3795 0.4896 1.5104
16 | 0.3363 0.5848 0.2134 1.7866 | 39 | 0.2154 0.3746 0.4962 1.5038
17 | 0.3262 0.5673 0.2369 1.7631 | 40 | 0.2127 0.3698 0.5025 1.4975
18 | 0.3171 0.5513 0.2584 1.7416 | 41 | 0.2101 0.3653 0.5086 1.4914
19 | 0.3086 0.5366 0.2782 1.7218 | 42 | 0.2076 0.3609 0.5145 1.4855
20 | 0.3008 0.5230 0.2964 1.7036 | 43 | 0.2051 0.3567 0.5202 1.4798
21 |1 0.2935 0.5104 0.3134 1.6866 | 44 | 0.2028 0.3526 0.5257 1.4743
22 1 0.2868 0.4987 0.3292 1.6708 | 45 | 0.2005 0.3487 0.5310 1.4690
23 | 0.2805 0.4877 0.3439 1.6561 | 46 | 0.1983 0.3449 0.5361 1.4639
24 | 0.2746 0.4775 0.3577 1.6423 | 47 | 0.1962 0.3412 0.5410 1.4590
25 1 0.2690 0.4678 0.3707 1.6293 | 48 | 0.1942 0.3376 0.5459 1.4541
26 | 0.2638 0.4587 0.3829 1.6171 | 49 | 0.1922 0.3342 0.5505 1.4495
27 1 0.2589 0.4502 0.3945 1.6055 | 50 | 0.1902 0.3308 0.5550 1.4450

Cuadro 4.24: Valores para los limites de las cart

as de control X y S para la LGG(0,1,1), k = 1.

n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4

5 103672 1.2754 0.0000 2.0473 | 28 | 0.1552 0.5389 0.5574 1.4426
6 | 0.3352 1.1643 0.0439 1.9561 | 29 | 0.1525 0.5296 0.5651 1.4349
7 103104 1.0779 0.1149 1.8851 | 30 | 0.1499 0.5207 0.5724 1.4276
8 [ 0.2903 1.0083 0.1720 1.8280 | 31 | 0.1475 0.5122 0.5794 1.4206
9 | 0.2737 0.9506 0.2194 1.7806 | 32 | 0.1452 0.5041 0.5860 1.4140
10 | 0.2597 0.9018 0.2594 1.7406 | 33 | 0.1429 0.4964 0.5923 1.4077
11 | 0.2476 0.8599 0.2939 1.7061 | 34 | 0.1408 0.4891 0.5984 1.4016
12 | 0.2371 0.8233 0.3240 1.6760 | 35 | 0.1388 0.4820 0.6042 1.3958
13 | 0.2278 0.7910 0.3505 1.6495 | 36 | 0.1369 0.4753 0.6097 1.3903
14 | 0.2195 0.7622 0.3741 1.6259 | 37 | 0.1350 0.4688 0.6150 1.3850
15 | 0.2120 0.7363 0.3953 1.6047 | 38 | 0.1332 0.4626 0.6201 1.3799
16 | 0.2053 0.7130 0.4145 1.5855 | 39 | 0.1315 0.4567 0.6250 1.3750
17 | 0.1992 0.6917 0.4320 1.5680 | 40 | 0.1298 0.4509 0.6297 1.3703
18 | 0.1936 0.6722 0.4480 1.5520 | 41 | 0.1282 0.4454 0.6343 1.3657
19 | 0.1884 0.6543 0.4627 1.5373 | 42 | 0.1267 0.4400 0.6386 1.3614
20 | 0.1836 0.6377 0.4763 1.5237 | 43 | 0.1252 0.4349 0.6429 1.3571
21 | 0.1792 0.6223 0.4890 1.5110 | 44 | 0.1238 0.4299 0.6470 1.3530
22 | 0.1751 0.6080 0.5007 1.4993 | 45 | 0.1224 0.4251 0.6509 1.3491
23 | 0.1712 0.5946 0.5117 1.4883 | 46 | 0.1211 0.4205 0.6547 1.3453
24 1 0.1676 0.5821 0.5220 1.4780 | 47 | 0.1198 0.4160 0.6584 1.3416
25 1 0.1642 0.5704 0.5316 1.4684 | 48 | 0.1185 0.4116 0.6620 1.3380
26 | 0.1610 0.5593 0.5407 1.4593 | 49 | 0.1173 0.4074 0.6655 1.3346
27 | 0.1580 0.5488 0.5493 1.4507 | 50 | 0.1161 0.4033 0.6688 1.3312

Cuadro 4.25: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,5), k = 5.
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n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4

5 | 0.3409 1.3083 0.0028 1.9972 | 28 | 0.1440 0.5528 0.5786 1.4214
6 | 0.3112 1.1943 0.0897 1.9103 | 29 | 0.1415 0.5432 0.5859 1.4141
7 | 0.2881 1.1057 0.1572 1.8428 | 30 | 0.1392 0.5341 0.5929 1.4071
8 | 0.2695 1.0343 0.2117 1.7883 | 31 | 0.1369 0.5254 0.5995 1.4005
9 | 0.2541 0.9751 0.2567 1.7433 | 32 | 0.1347 0.5171 0.6058 1.3942
10 | 0.2410 0.9251 0.2949 1.7051 | 33 | 0.1327 0.5092 0.6118 1.3882
11 | 0.2298 0.8820 0.3277 1.6723 | 34 | 0.1307 0.5017 0.6176 1.3824
12 | 0.2200 0.8445 0.3563 1.6437 | 35 | 0.1288 0.4945 0.6231 1.3769
13 | 0.2114 0.8114 0.3816 1.6184 | 36 | 0.1270 0.4876 0.6284 1.3716
14 | 0.2037 0.7818 0.4041 1.5959 | 37 | 0.1253 0.4809 0.6334 1.3666
15 | 0.1968 0.7553 0.4243 1.5757 | 38 | 0.1236 0.4746 0.6383 1.3617
16 | 0.1906 0.7313 0.4426 1.5574 | 39 | 0.1221 0.4684 0.6429 1.3571
17 | 0.1849 0.7095 0.4592 1.5408 | 40 | 0.1205 0.4625 0.6474 1.3526
18 | 0.1797 0.6895 0.4744 1.5256 | 41 | 0.1190 0.4569 0.6518 1.3482
19 | 0.1749 0.6711 0.4885 1.5115 | 42 | 0.1176 0.4514 0.6559 1.3441
20 | 0.1704 0.6541 0.5014 1.4986 | 43 | 0.1162 0.4461 0.6600 1.3400
21 | 0.1663 0.6384 0.5134 1.4866 | 44 | 0.1149 0.4410 0.6638 1.3362
22 | 0.1625 0.6237 0.5246 1.4754 | 45 | 0.1136 0.4361 0.6676 1.3324
23 | 0.1589 0.6100 0.5351 1.4649 | 46 | 0.1124 0.4313 0.6712 1.3288
24 | 0.1556 0.5971 0.5448 1.4552 | 47 | 0.1112 0.4267 0.6748 1.3252
25 | 0.1524 0.5851 0.5540 1.4460 | 48 | 0.1100 0.4222 0.6782 1.3218
26 | 0.1495 0.5737 0.5627 1.4373 | 49 | 0.1089 0.4179 0.6815 1.3185
27 | 0.1467 0.5630 0.5709 1.4291 | 50 | 0.1078 0.4137 0.6847 1.3153

Cuadro 4.26: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,10), x = 10.

n d3 A2 D3 D4 n d3 A2 D3 D4

5 | 0.3210 1.3349 0.0418 1.9582 | 28 | 0.1357 0.5641 0.5951 1.4049
6 | 0.2930 1.2186 0.1253 1.8747 | 29 | 0.1333 0.5543 0.6021 1.3979
7 | 0.2713 1.1282 0.1902 1.8098 | 30 | 0.1311 0.5450 0.6088 1.3912
8 | 0.2538 1.0554 0.2425 1.7575 | 31 | 0.1289 0.5361 0.6152 1.3848
9 | 0.2393 0.9950 0.2858 1.7142 | 32 | 0.1269 0.5277 0.6212 1.3788
10 | 0.2270 0.9439 0.3224 1.6776 | 33 | 0.1250 0.5196 0.6270 1.3730
11 | 0.2164 0.9000 0.3540 1.6460 | 34 | 0.1231 0.5119 0.6325 1.3675
12 | 0.2072 0.8617 0.3815 1.6185 | 35 | 0.1213 0.5046 0.6378 1.3622
13 | 0.1991 0.8279 0.4057 1.5943 | 36 | 0.1196 0.4975 0.6429 1.3571
14 | 0.1918 0.7978 0.4274 1.5726 | 37 | 0.1180 0.4907 0.6478 1.3522
15 | 0.1853 0.7707 0.4468 1.5532 | 38 | 0.1164 0.4842 0.6524 1.3476
16 | 0.1794 0.7463 0.4643 1.5357 | 39 | 0.1149 0.4780 0.6569 1.3431
17 | 0.1741 0.7240 0.4803 1.5197 | 40 | 0.1135 0.4720 0.6612 1.3388
18 | 0.1692 0.7036 0.4950 1.5050 | 41 | 0.1121 0.4662 0.6654 1.3346
19 | 0.1647 0.6848 0.5084 1.4916 | 42 | 0.1108 0.4606 0.6694 1.3306
20 | 0.1605 0.6675 0.5209 1.4791 | 43 | 0.1095 0.4552 0.6733 1.3267
21 | 0.1566 0.6514 0.5324 1.4676 | 44 | 0.1082 0.4500 0.6770 1.3230
22 | 0.1530 0.6364 0.5432 1.4568 | 45 | 0.1070 0.4450 0.6806 1.3194
23 | 0.1497 0.6224 0.5532 1.4468 | 46 | 0.1058 0.4401 0.6841 1.3159
24 | 0.1465 0.6093 0.5626 1.4374 | 47 | 0.1047 0.4354 0.6875 1.3125
25 | 0.1436 0.5970 0.5715 1.4285 | 48 | 0.1036 0.4308 0.6907 1.3093
26 | 0.1408 0.5854 0.5798 1.4202 | 49 | 0.1025 0.4264 0.6939 1.3061
27 | 0.1381 0.5745 0.5876 1.4124 | 50 | 0.1015 0.4221 0.6970 1.3030

Cuadro 4.27: Valores para los limites de las cartas de control X y S para la LGG(0,1,50), x = 50.
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En estas tablas se puede apreciar que cuando el valor del parametro  crece los valores
de d3, Ay, D3y Dy se asemejan al caso de la normal. Cuando el valor de x disminuye dichos
valores aumentan, aumentando los limites de control.

NOTA 4.4. En las tablas 4.18 - 4.27 se muestran los resultados para los valores de
k=0.1,0.2, 0.3, 0.4, 0.5, 0.75, 1, 5, 10 y 50, para otros valores se pueden interpolar
los valores anteriores o se recomienda utilizar la funcién en el proyecto R, mostrada
al final en el Anexo, en la que con base en los valores de k y n da como respuesta

ds, As, D3y Dy para estos pardmetros.

4.7.3. Metodologia para las cartas de control X y S, de una distribucion LGG(¢, 0, k)

Las apliaciones de las cartas de control X-S para una distribucién log-gamma generalizada se
pueden hacer, siguiendo la metodologia.

1).- Con los datos x1, xa,...,x, y las pruebas de bondad de ajuste propuestas en la seccién
4.6, verificar si los datos provienen de una distribuciéon log-gamma generalizada. En
ocasiones puede ser necesaria una transformacién:

= Si los datos son sesgados a la derecha, se propone la transformacién ¥ = —X.

= En caso de ser del tipo gama generalizada, se propone la transformacién Y =
log(X).

2).- En caso de que los datos tengan un comportamiento log-gamma generalizada se estima
su parametro de forma k.

3).- Se calculan los limites de control X-S dados en (4.7.1) y (4.7.2), para los valores de
Ag, D3y Dy se pueden utilizar las tablas propuestas 4.18-4.27, pero si el valor de kK o n
no esta en las tablas se puede interpolar o utilizar la funcién programada en el proyecto
R que se encuentra al final del anexo.

4).- Se calculan las medias y desviaciones estandar por cada muestra tomada del proceso
y trazan sus graficas con los limites de control y el valor medio, para determinar si el
proceso esta bajo control.

4.7.4. Problema

Se consideran 10 muestras de tamano 5 de un proceso de fabricacién de cierto tipo de fibra de
carbono, para estudiar su distribucion de resistencia a la rotura. Este tipo de fibra de carbono
es producido para la fabricaciéon de materiales compuestos, que necesitan las fibras con una
resistencia a la rotura mayor a 2.9992 (giga pascal) con una probabilidad del 99 %. Se toman
10 muestras de n = 5 fibras, cada 50 mm de longitud y se mide su resistencia a la ruptura de
cada fibra. Los resultados se muestran en la tabla 4.28, obtenga las cartas de control para este
proceso de produccién.

Los datos originales del problema estan en el articulo de Padgett and Spurrier (1990) y
el problema en el articulo de Pasquale, Giuliana and Sung (2008)
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i-ésima muestra Resistencia a la ruptura en Giga-Pascal
1 3.70 2.74 2.73 2.50 3.60
2 3.11 3.27 2.87 1.47 3.11
3 4.42 2.41 3.19 3.22 1.69
4 3.28 3.09 1.87 3.15 4.90
5 3.75 2.43 2.95 2.97 3.39
6 2.96 2.53 2.67 2.93 3.22
7 3.39 2.81 4.20 3.33 2.55
8 3.31 3.31 2.85 2.56 3.56
9 3.15 2.35 2.55 2.59 2.38
10 2.81 2.77 2.17 2.83 1.92

Cuadro 4.28: Valores de las 10 muestras para medir la resistencia a la ruptura de las fibras de carbono.

Solucidén Se seguira la metodologia propuesta.

1).- Al graficar los datos se observa que son sesgados a la derecha, luego se usa la transfor-
macién Y = — X, con los datos transformados se realiza la prueba de bondad de ajuste
propuesta en la seccion 4.6. Obteniendo al 5% de significancia que no existe eviden-
cia para rechazar que los datos transformados tengan un comportamiento log-gamma
generalizado, ver figura 4.1.
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Figura 4.1: La figura de la izquierda muestra el histograma de los datos transformados y la distribucién
log-gamma que mejor ajusta; a la derecha se muestran en lugar del histograma su funcién de
densidad empirica de los datos transformados.

2).- Con la prueba de bondad de ajuste propuesta se obtiene también un valor para estimar
a K, obteniendo su estimacion puntual £ = 13.04.

3).- Como este valor no esta en la tablas propuestas, se puede hacer una aproximacién o
utilizar la funcion al final del anexo. Realizando los célculos con la funciéon paran =5y
k = 13.04 se obtiene: As = 1.316, D3 = 0.0143 y D4 = 1.9857.
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i-ésima Resistencia a la ruptura en Giga-Pascal 0 S;
1 -3.70 -2.74 -2.73 -2.50 -3.60 -3.05 0.55
2 -3.11 -3.27 -2.87 -1.47 -3.11 -2.77 0.74
3 -4.42 -2.41 -3.19 -3.22 -1.69 -2.99 1.02
4 -3.28 -3.09 -1.87 -3.15 -4.90 -3.26  1.08
5 -3.75 -2.43 -2.95 -2.97 -3.39 -3.10 0.5
6 -2.96 -2.53 -2.67 -2.93 -3.22 -2.86  0.27
7 -3.39 -2.81 -4.20 -3.33 -2.55 -3.26  0.63
8 -3.31 -3.31 -2.85 -2.56 -3.56 -3.12 04
9 -3.15 -2.35 -2.55 -2.59 -2.38 -2.60 0.32
10 -2.81 -2.77 -2.17 -2.83 -1.92 -2.50 0.43

Cuadro 4.29: Valores de las 10 muestras transformadas, medias y desviaciones estdndar de la tabla 4.28.

4).-

Falta calcular las medias y desviaciones estandar para cada muestra, ver tabla 4.29.
Para trazar las graficas de las cartas de control se calcula T = —2.95 y 5 = 0.59, luego
los limites de control para X y S estaran dados por (4.7.12) y (4.7.13)
LICs = X — A8 = —3.73 LICs = SDy = 0.0085 (4.7.12)
LSCx = X + A5 = —2.17 LSCs = SD, = 1.1807 (4.7.13)
Las graficas se muestran en las figuras 4.2 y 4.3. Finalmente, con los resultados obtenidos
se concluye que el proceso esta bajo control.
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Figura 4.2: La figura de la izquierda muestra las cartas de control X para los datos transformados y la

grafica de la derecha para los datos originales.
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Figura 4.3: Carta de control S para los datos transformados u originales.
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4.7.5. Ajuste de la curva

En el ajuste de los datos se usé la transformacion ¥ = —X, con los datos transformados
la prueba de bondad de ajuste boostrap propuesta con el coeficiente de correlacién como
estadistica de prueba se obtuvo al 5% de significancia que no existe evidencia para rechazar
que los datos transformados tengan un comportamiento log-gamma generalizado.

Luego, con la prueba de bondad de ajuste propuesta se obtuvo un valor para estimar a
K, resultando su estimacién puntual & = 13.040208. Con este valor y las ecuaciones (2.2.6) y
(2.2.7)

§ =7+ 0\/ro(log(ko) — ¥(r0))-

S (52)
0

i=1
se obtienen los valores para é = —2.863490 y 6 = 0.618434.

Como los datos se transformaron con ¥ = —X, entonces la densidad de los datos origi-
nales tiene los parametros: forma & = 13.040208, localidad £ = 2.863490 y escala ¢ = 0.618434,
con funcién de densidad (4.7.14)

13‘0412‘54 xr — 2.8635 z—2.8635
= (200 /1304 — 13.04¢ (FTEise)/VIB0E
@) = 5 6isar(13.00) eXp( ( 0.6184 ) ‘

T — 2.8635
0.1713

= 295165.6 exp (— ( ) - 13.046(123'555’5)> ,—co<z<oo  (4.7.14)

El ajuste para los datos transformados se puede ver en la figura 4.1.
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Conclusiones

C.1. Desarrollo analitico

Después de analizar los resultados analiticos del trabajo se puede que concluir que la revision
de las propiedades, tanto de la funcion gamma, como de las distribuciones gamma y log-gamma
generalizada seran de bastante ayuda para el analisis de este tipo de distribuciones, puesto que
en ellas estan contenidas las principales propiedades para el andlisis de resultados extremos
de las distribuciones, gama y log-gamma generalizadas estandar en ambos sentidos, cuando el
pardmetro de forma tiende a 400 y en el caso contrario cuando tiende a 0.

En la primera situacion cuando el parametro k — 400, se tiene el resultado conocido de
que la distribucién gamma generalizada tiene un comportamiento log-normal y similarmente
la distribucién log-gamma generalizada tiene un comportamiento normal para x — +o00. Esto
se puede ver reflejado en las potencias de la prueba cuando se contrastan con la distribucién
normal, puesto que sus potencias en general resultaron pequenas, indicando que la prueba no
detecta diferencias entre la distribucién normal y la log-gamma generalizada.

Mientras que en el otro caso extremo, cuando el pardmetro x — 07, la distribucién toma
una forma muy similar a una recta, pero con valores de la funciéon obviamente muy pequenos,
lo que dificulta la bisqueda de cuantiles. Luego, por estas razones se explica el porqué las
potencias resultaron en algunos casos inesperadas. Por ejemplo en una distribucién sesgada a
la derecha se esperarian potencias de 1, pero sin embargo en algunos casos con tamanos de
muestra pequenos las potencias eran inferiores a 1.

Por otro lado, los resultados analiticos obtenidos sobre los momentos de una distribucién
log-gamma generalizada, aunque en apariencia siguen siendo laboriosos, el trabajo de obtencién
de éstos no es nada comparable que sin dicho resultado. Similarmente el resultado para la
distribucion de un cociente o de cualquier otra funcién de dos momentos centrales muestrales,
simplifica en mucho los estudios asintéticos, en particular de sumas o promedios de variables
aletorias.

Con los resultados asintéticos para los estimadores y la acotacién de los momentos fue
posible demostrar que ambos estimadores utilizados son asintéticamente insesgados y consis-
tentes en error cuadrado medio. Resultado que posteriormente fue comprobado por simulacién.

Finalmente de los resultados analiticos se concluye que no era posible obtener una prueba
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para cualquier valor del parametro k, porque en ellos se muestra que existe dependencia con
respecto al parametro, luego no era posible establecer una prueba para cualquier valor de &,
situacion que orill6 a desarrollar el trabajo de simulacion con respecto a una prueba bootstrap.

C.2. Desarrollo por simulacién

Después de analizar los resultados obtenidos por simulacion se concluye que cualquiera de los
dos estimadores, el de maxima verosimilitud o el de momentos, son buenos estimadores para
el parametro de forma k, con ambos se obtuvieron buenas estimaciones y tamanos de prueba
bastante aceptables, en general por abajo del valor a. En el caso de la potencia la prueba
basada en el estimador de momentos dio mejores resultados que la prueba basada en el EMV,
en ambos casos las potencias fueron muy grandes para las alternativas asimétricas y en el caso
de alternativas simétricas para tamanos de muestra mayor a 50 las potencias fueron también
grandes, como era de esperarse las potencias fueron pequenas para el caso de la distribucién
normal como alternativa.
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Anexos

En esta parte se revisaran los programas para la elaboracién de las graficas y célculos de
simulacion desarrollados durante el trabajo.

A.1. Graficas del Capitulo 1

En esta seccion se mostraran los programas para trazar las graficas del capitulo 1.

HEH R PARA LA GRAFICA 1.2 #tttist#ttiit it i i A A 3
densidadl <- function()
{
x <- rep(0,411); y <- (-10:400)/1000
plot(x,y,type = "1",col =1, 1ty = 1,lud = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-10,3),
ylim=c(-0.01,0.40))
auxx <- function(x) { O*x }
plot(auxx,type = "1",col =1, 1ty = 1,1lwd = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-10,3),
ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)
aux <- function(x,k){ k~(k-0.5)*exp(x*sqrt (k) -k*exp(x/sqrt(k)))/gamma(k)}
auxkl <- (1:10)/100;
for(i in 1:10)

{
auxiliarl <- function(x){aux(x,k=auxk1[i])}
plot(auxiliarl,type = "1",col = i,1ty = 1,1lwd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",
x1im=c(-10,3), ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)
+
}
densidadil ()

HHH R PARA LA GRAFICA 1.3 ##t#t#ti it R
densidad2 <- function()
{
x <- rep(0,411); y <= (-10:400)/1000
plot(x,y,type = "1",col =1, 1ty = 1,1lwd = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",x1lim=c(-10,3),
ylim=c(-0.01,0.40))
auxx <- function(x) { O*x }
plot(auxx,type = "1",col =1, 1ty = 1,1lwd = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-10,3),
ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)
aux <- function(x,k){ k~(k-0.5)*exp(x*sqrt (k) -k*exp(x/sqrt(k)))/gamma(k)}
auxkl <- (1:10)/100; auxk2 <- (1:10)/10
for(i in 1:10)
{

auxiliarl <- function(x){aux(x,k=auxk1[i])}
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b
d

plot(auxiliarl,type = "1",col = i,1ty = 1,1wd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",
xlim=c(-10,3), ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)

auxiliar2 <- function(x){aux(x,k=auxk2[i])}

plot(auxiliar2,type = "1",col = i,1ty = 1,1lwd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",
xlim=c(-10,3), ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)

}

ensidad2()

HEHEHEHEEHBHEERREES PARA LA GRAFICA 1.4 #HHHHHBHEHHHHHHRHEHEHEHERHHHEHHEHAHHREEHEHEHE

d
{

}

ensidad3 <- function()

x <- rep(0,411); y <= (-10:400)/1000

plot(x,y,type = "1",col =1, 1ty = 1,lud = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-10,3),
ylim=c(-0.01,0.40))

auxx <- function(x) { O*x }

plot(auxx,type = "1",col =1, 1ty = 1,lwd = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-10,3),
ylim=c(-0.01,0.40) ,add=TRUE)

aux <- function(x,k){ k™ (k-0.5)*exp(x*sqrt (k) -k*exp(x/sqrt(k)))/gamma(k)}

auxkl <- (1:10)/100; auxk2 <- (1:10)/10; auxk3 <- (1:10)*10

for(i in 1:10)

{
auxiliarl <- function(x){aux(x,k=auxk1[i])}
plot(auxiliarl,type = "1",col = i,lty = 1,1lwd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",

xlim=c(-10,3), ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)

auxiliar2 <- function(x){aux(x,k=auxk2[i])}

plot(auxiliar2,type = "1",col = i,lty = 1,1lwd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",
x1lim=c(-10,3), ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)

auxiliar3 <- function(x){aux(x,k=auxk3[i])}

plot(auxiliar3,type = "1",col = i,lty = 1,lwd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",
x1lim=c(-10,3), ylim=c(-0.01,0.40),add=TRUE)

}

densidad3()

#
p

#t a4 PARA LA GRAFICA 1.5 ############ it # St H SRS R R RS R
ar (mfrow = c(1, 2))

gammagenl <- function()

{

x <- rep(0,1011); y <= (-10:1000)/1000
plot(x,y,type = "1",col =1, 1ty = 1,lwd = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-0.5,6),
ylim=c(-0.01,1))
auxx <- function(x) { O*x }
plot(auxx,type = "1",col =1, 1ty = 1,1lwd = 1,main=" ", xlab="", ylab=" ",xlim=c(-0.5,6),
ylim=c(-0.01,1),add=TRUE)
aux <- function(x,k){ k™ (k-0.5)*x" (sqrt(k)-1)*exp(-k*x~ (1/sqrt(k)))/gamma(k)}
auxkl <- (2:11) ##(1:10)/10 #(2:11)#10
for(i in 1:10)
{
auxiliarl <- function(x){aux(x,k=auxk1[i])}
plot(auxiliarl,type = "1",col = i,1ty = 1,1lwd = 1.5,main=" ", xlab="", ylab=" ",
x1im=c(-0.5,6), ylim=c(-0.01,1),add=TRUE)
3
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3

gammagenl ()

A.2. Griéficas del Capitulo 2

En esta seccion se mostraran los programas para trazar las graficas del capitulo 2.

it PARA LA GRAFICA 2.1 #tttttitittt it
densidad <- function(x,k)
{
k™ (k-0.5)*exp (x*sqrt (k) -k*exp(x/sqrt (k) ) ) /gamma (k)
}
histograma <- function(n,k)
{
x <- sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)
par(mfrow = c(1, 3))
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35),x1im=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",x1lab="(a)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, 1lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)
x <- sqrt(k)*log(rgamma(4*n,k,1)/k)
x <= sqrt(k)*log(rgamma(2+*n,k,1)/k)
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,x1im=c(-10,2),1lty=1,1lwd=2,main="",x1lab="(b)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, 1lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)
x <- sqrt(k)*log(rgamma(20*n,k,1)/k)
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35),x1im=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",xlab="(c)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, 1lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)
}
histograma(500,0.5)

U PARA LA GRAFICA 2.3 ##HHHHHHHHEHE
## HACIENDO LAS MODIFICACIONES RESPECTIVAS SE PUEDEN TRAZAR LAS GRAFICAS 2.2, 2,4 Y 2.5 ###
HHHAHBHHBHHAHBHHAH R HBHHAH R HBHHRAH B HAHBRHBHH ARG H R AH R H R R H B R B R B R B H R H RS H AR
mui <- function(k,m)
{
if (m==2){valor <- psigamma(k,1)}
else
{
if (m==3){valor <- psigamma(k,2)}
else
{
if (m==4){valor <- (psigamma(k,3)+3*(psigamma(k,1))~2)}
else
{
if (m==5){valor <- (psigamma(k,4)+10*psigamma(k,1)*psigamma(k,2))}
else
{
if (m==6){valor <- (psigamma(k,5)+15*psigamma(k,1)*psigamma(k,3)+10%
(psigamma(k,2)) "2+15*(psigamma(k,1))~3) 2}
else

{
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if (m==7){valor <-(psigamma(k,6)+15*psigamma(k,1)*psigamma(k,4)+35*psigamma (k,2)*
psigamma(k,3)+ 105*%(psigamma(k,1)) ~2*psigamma(k,2)+6*psigamma(k,1)*psigamma(k,4))}
}
}
}
}
}
valor
}
parametroreal <- function(k,m)
{
cl <- log(k)-psigamma(k,0)-1/(2%k)+1
mul <- sqrt(k)*(psigamma(k,0)-log(k))
numerador <- (cl-1)*mul/sqrt(k)+mul~2/(2xk)-2*cl
factor <- mul/(2*sqrt(k))-1
comun <- exp(psigamma(k,0))/k
auxl <- (mul/(2*sqrt(k))+cl) "2+numerador*comun+(factor*comun) ~2+mui(k,2) /4
sumaux <- 0
for(j in O:m)
{
aux2 <- 1/(2xfactorial(j))-1/(2xkxfactorial (j+1))+numerador/factorial (j+2)
aux3 <- 1/(4*xfactorial(j))+2*factor/factorial (j+1)+4*factor~2/factorial (j+2)
sumaux <- sumaux + ( aux2+*comun + aux3*(comun~2)*27j )*mui(k,j+2)
¥
informacion <- auxl + sumaux
abs(1/informacion)

}
estimadorl <- function(datos)
{

vero <- function(x)

{
(x-0.5)*1log(x)+mean(datos)*sqrt (x) -log(gamma (x) ) -x*mean (exp (datos/sqrt (x)))
}
optimize(vero,c(0.001,200),tol = 0.00001,maximum=TRUE) $maximum
}
histo <- function(k,n,m,momentos)
{
aux <- rep(NA,m)
for(i in 1:m)
{
datos <- function(n,k){sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)}
aux[i] <- estimadorl(datos(n,k))
}
parametro <- parametroreal (k,momentos)
desviacion <- sqrt(parametro/n)
medial <- mean(aux)
desviacionl <- sd(aux)
print(c(k, (desviacion~2))) #i#Por la estadistica
print(c(medial, (desviacion1”2))) ## Por los datos
plot(density(aux),lty = 1,1lwd = 2,col = 1,type="1",ylim=c(0,20))
curve (dnorm(x,k,desviacion), col = 2, 1ty = 1, 1lwd = 2, add = TRUE,bg=2)
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curve (dnorm(x,medial,desviacionl), col = 4, 1ty = 1, lwd = 2, add = TRUE,bg=2)
}
histol <- function(k,n,m)
{

au <- c(1,2,3,5)

par (mfrow = c(2, 3))

for(j in 0:5)

{

momentos <- j

aux <- rep(NA,m)

for(i in 1:m)
{
datos <- function(n,k){sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)}
aux[i] <- estimadori(datos(n,k))
}
parametro <- parametroreal (k,momentos)
desviacion <- sqrt(parametro/n)
medial <- mean(aux)
desviacionl <- sd(aux)
print(c(k, (desviacion~2))) ##Por la estadistica
print(c(medial, (desviacion1”2))) ## Por los datos
aa <- j+2
plot(density(aux),lty=1,1lwd=2,col=1,type="1",ylim=c(0,20) ,xlab=(aa),ylab="",main="")
curve(dnorm(x,k,desviacion), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, add = TRUE,bg=2)
curve(dnorm(x,medial,desviacionl), col = 4, 1ty = 1, lwd = 2, add = TRUE,bg=2)
}
}
histo(1,100000,10000,5)

HEHHEH R PARA LA GRAFICA 2.6 ####t#i ittt R R
mui <- function(k,m)

{
if (m==2){valor <- k*psigamma(k,1)}
else
{
if (m==3){valor <- k~(1.5)*psigamma(k,2)}
else
{
if (m==4){valor <- k~2*(psigamma(k,3)+3*(psigamma(k,1))"2)}
else
{
if (m==5){valor <- k~(2.5)*(psigamma(k,4)+10*psigamma(k,1)*psigamma(k,2))}
else
{
if (m==6){valor <- k~3*(psigamma(k,5)+15*psigamma(k,1)*psigamma (k,3)+10%
(psigamma(k,2)) "2+15%(psigamma(k,1))"3)}
}
}
}
}
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valor
}
parametrosreal <- function(k)
{
if (k <= 1.0722)
{
cl <- -1.0535
c2 <- -1.5
c3 <- -1

media <- cl*(mui(k,2))"(c2)/(-mui(k,3))"(c3)

var <- media”2*( c3"2*x(mui(k,6))/(mui(k,3))"2 + c2"2x(mui(k,4))/(mui(k,2)) 2- 2%c2*c3x*
(mui(k,5))/(mui(k,2)*mui(k,3)) -(c2-c3)°2 )

parametros <- c(media+2.1446,var)

}
else
{
if(k <= 10.6352)
{
cl <-1.2101
c2 <- 2.808
c3 <- 1.872
media <- cix(mui(k,2))"(c2)/(-mui(k,3)) " (c3)
var <- media”2%( ¢372*(mui(k,6))/(mui(k,3))"2 + c2"2*%(mui(k,4))/(mui(k,2)) " 2-
2%c2%c3* (mui (k,5) )/ (mui (k,2)*mui (k,3)) -(c2-c3)"2 )
parametros <- c(media,var)
}
else
{
cl <- 1.0078
c2 <- 2.997
c3 <- 1.998
media <- cl*(mui(k,2))"(c2)/(-mui(k,3))"(c3)
var <- media”2*( c¢3"2*(mui(k,6))/(mui(k,3))"2 + c2"2*x(mui(k,4))/(mui(k,2)) 2-
2xc2%c3* (mui (k,5) )/ (mui (k,2)*mui(k,3)) -(c2-c3)"2 )
parametros <- c(media,var)
}
}
parametros
}
parametrosreall <- function(k)
{
cl <- 1.0517
c2 <- 3.0495
c3 <- 2.033

media <- cix(mui(k,2))"(c2)/(-mui(k,3))"(c3)

var <- media~2*( c¢3"2*x(mui(k,6))/(mui(k,3)) 2 + c2"2*(mui(k,4))/(mui(k,2)) "2- 2*c2*c3x*
(mui (k,5))/ (mui (k,2)*mui(k,3)) -(c2-c3)"2 )

parametros <- c(media,var)

parametros

}

estimador2<-function(datos)
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{
asimetria <- mean((datos-mean(datos))"~3)/(var(datos))~(3/2)
if (asimetria <= -2){asimetria <- -1.999}
if (asimetria < -1.102){ k <- -1.0535*abs(asimetria)+2.1446%}
else
{if (asimetria < -0.315){ k <- 1.2101/(abs(asimetria))~1.872}
else{ k <- 1.0078/(abs(asimetria))~1.998}}
k
}
histo <- function(k,n,m)
{
aux <- rep(NA,m)
for(i in 1:m)
{
datos <- function(n,k){sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)}
aux[i] <- estimador2(datos(n,k))
}
parametros <- parametrosreal (k)
media <- parametros[1]
desviacion <- sqrt(parametros[2]/n)
medial <- mean(aux)
desviacionl <- sd(aux)
print(c(media, (desviacion”2))) ##Por la estadistica
print(c(medial, (desviacion1~2))) ## Por los datos
plot(density(aux),1ty = 1,1lwd = 2,col = 1,type="1")
curve (dnorm(x,media,desviacion), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, add = TRUE,bg=2)
curve (dnorm(x,media,desviacionl), col = 4, 1ty = 1, lwd = 2, add = TRUE,bg=2)
}
histo(1,100000,10000)

A.3. Graficas y calculos por simulacion del Capitulo 3

En esta seccion se mostraran los programas para trazar las graficas y efectuar los calculos de
la simulacion realizada en el capitulo 3.

it PARA LA GRAFICA 3.2 #tttttttitithtt it i
#i#HSHE GENERACION DE LOG-GAMMA GENERALIZADA EN SU FORMA ESTANDAR HHHHHFRHH SRR RS SR
densidad <- function(x,k)
{
k™ (k-0.5) *exp (x*sqrt (k) -k*exp (x/sqrt (k) )) /gamma (k)
}
histograma <- function(n,k)
{
par(mfrow = c(1, 3))
x <= sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,x1im=c(-10,2),1lty=1,1lwd=2,main="",x1lab="(a)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)
x <= sqrt(k)*log(rgamma(4*n,k,1)/k)
x <= sqrt(k)*log(rgamma(2*n,k,1)/k)
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plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,xlim=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",xlab="(b)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)
x <= sqrt(k)*log(rgamma(20*n,k,1)/k)

plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,x1im=c(-10,2),1lty=1,1lwd=2,main="",x1lab="(c)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

}

histograma(500,0.5) ## Para 1000 y 10,000 se cambia el valor

HH#HHEH GENERACION DE LOG-GAMMA GENERALIZADA EN SU FORMA NO ESTANDAR  #i#titit###
densidad <- function(x,k,u,b)
{
k™ (k-0.5) *exp (((x-u) /b) *sqrt (k) -k*exp ((x-u) / (b*sqrt (k))) )/ (b*gamma (k) )
}

densidadgen <- function(n,k,u,b)
{

par(mfrow = c(1, 3))

x <- Dbx*sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)+u
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,x1im=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",xlab="(a)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

x <= Dbx*sqrt(k)*log(rgamma(2*n,k,1)/k)+u
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35),x1im=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",xlab="(b)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

x <= Dbx*sqgrt(k)*log(rgamma(20+*n,k,1)/k)+u
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35),x1im=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",xlab="(c)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

##dHE R HEH PARA LA TABLA 3.2 ###H##H#HSHSHHHHEHEHEHFHFHHHHEHEHEHFRFHHRHEHEHSRF R RS
#HdHEHEHSHHHHAHE#E# ESTIMADOR 1 EMV B R R R e S e R S R R 2 T
estimadorl <- function(n,k)
{
datos <- log(rgamma(n,1,1)) ##### o también ##### datos <- sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)
vero <- function(x,n)
{
exp ((x-0.5)*1log(x)+mean(datos)*sqrt (x) -log(gamma (x) ) -x*mean (exp (datos/sqrt(x))))
ittt #### SE PUEDE PONER LA LOG-VER A UNA FUNCION ##t#t#itittitsi
}
optimize(vero,c(0.001, 5),tol = 0.000001,maximum=TRUE) $maximum*k
}
##d S H4# ESTIMADOR 2 MOMENTOS SRR R R R
invertir2 <- function(gO,errorl)
{
error <- 1
kO <- 1 ### La semilla
while(error > errorl)
{
numerador <- 2*psigamma(k0,1)*(psigamma(k0,2)-g0*(psigamma(k0,1))~(1.5))
denominador <- 2*psigamma(k0,1)*psigamma(k0,3)-3*(psigamma(k0,2)) "2
kn <- kO - numerador/denominador
if(kn == 0){ error <- abs(kn-kO)}else{error <- abs((kn-k0)/kn)}
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k0 <- kn
}
kn
}
Asimetria<-function(n,k)
{

datos <- sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)
mean ((datos-mean(datos))~3)/(var(datos))~(3/2)
}
estimador2 <- function(n,k,errorl)
{

invertir2(Asimetria(n,1),errorl)*k

}
##4HEHEHS RS HH S HEH#4H# ESTIMADOR 3 MOMENTOS B B R R R R SR R S S R R
estimador3 <- function(n,k,errorl)

{
error <- 1
datos <- log(rgamma(n,1,1)) ##i#sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)
kO <- 1 ### La semilla
while(error > errorl)
{
kn <- kO + k0~ (3/2)*(mean(exp(datos/sqrt(k0)))-1)/mean(datos*exp(datos/sqrt(k0)))
if(kn == 0){ error <- abs(kn-kO0)}else{error <- abs((kn-kO0)/kn)?}
kO <- kn
}
knxk
}

## S H4 PARA LA TABLA 3.3 HHHHHHF R GG HH R
comparacion <- function(n,errorl)
{
auxk <- ¢(0.1,0.2,0.4,0.6,0.8,1,2,3,4,5,10,15,20)
contak <- length(auxk)
matrizresultados <- matrix(NA,contak,3)
for(i in 1:contak)
{
matrizresultados[i,] <- c(estimadorl(n,auxk[i]),estimador2(n,auxkl[i],errorl),
estimador3(n,auxk([i] ,errorl))
3
matrizresultados
}
comparacion(10000,0.00001)
#HidHEHE RS #E# PARA LA TABLA 3.4 HHHH SRR R
ECM1 <- function(n,k,m)
{
vectoraux<-rep(NA,m)
for(i in 1:m){vectoraux[i] <- estimadoril(m,k)}
c(var(vectoraux) /k, mean((vectoraux-k)~2)/k)
}
#HdHEHEHFRH RS HE#E# PARA LA TABLA 3.5 HHHHEHEHFHFHFHH R R
ECM2 <- function(n,k,errorl,m)

{
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vectoraux<-rep(NA,m)
for(i in 1:m){vectoraux[i] <- estimador2(n,k,erroril)}
c(var(vectoraux)/k, mean((vectoraux-k)"2)/k)
}
##d S H# PARA LA TABLA 3.6 HHFHHH RS R R R
ECM3 <- function(n,k,errorl,m)
{
vectoraux<-rep(NA,m)
for(i in 1:m){vectoraux[i] <- estimador3(n,k,errorl)}
c(var(vectoraux) /k, mean((vectoraux-k) ~2)/k)

3

A.4. Graficas y calculos por simulacion del Capitulo 4

En esta seccién se mostraran los programas para el tamano de la prueba y la potencia de la
prueba utilizados en el capitulo 4.

HHHH R R R R R R R R
HHHHEHGHAHH R R RS PROGRAMA PARA EL TAMANO Y POTENCIA DE LA PRUEBA HHHHEHEH RS R R
B S R R S R S R
densidad = function(y,k)
{
if(k <= 130){k"~ (k-0.5) *exp (y*sqrt (k) -kxexp(y/sqrt(k)))/gamma(k)}
else{exp(y*sqrt (k) -k*(exp(y/sqrt(k))-1))/sqrt (2*pi)}
}
cuantil<-function(cO,k,errorl,iteraciones)
{
numerador <- function(y0,k,iteraciones,c0)
{
kaux <- k
auxiliar <- function(x){densidad(x,kaux)}
integrate(auxiliar, -Inf, yO, subdivisions=iteraciones)$value-cO
}
buscar <- TRUE
a <- -2
b <- -1
contador <- 1
while(buscar && (contador < 500))
{
if (numerador(a,k,iteraciones,c0)*numerador(b,k,iteraciones,c0) < 0)
{y0 <- (a+b)/2; buscar <- FALSE}
else
{ if (numerador(a,k,iteraciones,c0) < 0){a <- b; b <- b+1}
else{b <- a; a <- a-1}
}
contador <- contador + 1
}
error <- 1
yO  ### La semilla
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contadorl <- 1
while(error > errorl && (contadorl < 50))
{
if ( numerador(a,k,iteraciones,c0)*numerador(y0,k,iteraciones,c0) < 0)
{b <- y0O; yO <~ (a+b)/2; error <- abs(a-b)}
else{a <- y0; yO <- (a+b)/2; error <- abs(a-b)}
contadorl <- contadorl + 1
}
yO
}
generador = function(n,k){sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)}
correlacion<-function(vectorX,k,errorl,iteraciones)
{
n <- length(vectorX)
vectorU <- rep(NA,n)
rangodatos <- rank(vectorX)
for(j in 1:n)
{
cl <- (rangodatos[j]1-0.5)/n
vectorU[j] <- cuantil(cl,k,errorl,iteraciones)
}
cor(vectorX,vectorU)

}

estimador2 = function(datos)
{
asimetria <- -abs(mean((datos-mean(datos))"~3)/(var(datos))”(3/2))
if (asimetria <= -2){asimetria <- -1.999}

if (asimetria < -1.5){ k <- -0.9367*abs(asimetria)+1.9411}
else
if (asimetria < -1.102){ k <- 1.352/(abs(asimetria))~2.231}
else
{if (asimetria < -0.315){ k <- 1.2764/(abs(asimetria))~1.809}
else{ k <- 1.0438/(abs(asimetria))”~1.987}}

k
}
estimadorl <- function(datos)
{
vero <- function(x)
{
(x-0.5)*1log(x)+mean(datos)*sqrt (x) -log (gamma (x) ) -x*mean (exp (datos/sqrt (x)))
}
optimize(vero,c(-200,200),tol = 0.00001,maximum=TRUE) $maximum
}

unaRn = function(muestra,m,errorl,iteraciones)

{

vectorauxR = rep(NA,m)
vectorauxK = rep(NA,m)
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decision = rep(NA,12)
kmuestra = abs(estimadorl(muestra)) ### aqui se cambia para el estimador 2
n = length(muestra)
contadorauxl = 0
while(contadorauxl < m)
{
muestrabootstrap = generador (n,kmuestra)
contadorauxl = contadorauxl + 1
kbootstrap = abs(estimadorl(muestrabootstrap))
### aqui se cambia para el estimador 2
vectorauxK [contadorauxl] = kbootstrap

vectorauxR [contadorauxl] = correlacion(muestrabootstrap,kbootstrap,errorl,iteraciones)
}

Rmuestral = correlacion(muestra,kmuestra,errorl,iteraciones)

ordenados = sort(vectorauxR)
estimadorK = mean(vectorauxK)
valorcritico = ordenados[c((m*0.01), (m*0.02), (m*0.025), (m*0.03), (m*0.04), (m*0.05),
(m*0.06) , (m*0.07) , (m*0.075) , (m*0.08) , (m*0.09) , (m*x0.10))]
## ES EL ESTADISTICO DE PRUEBA #i##
for( i in 1:12)
if (valorcritico[i] > Rmuestral){decision[i] = 1}else{decision[i] = 0}
## O0-NO RECHAZAR, 1-RECHAZAR ###
else{decision = rep(1,12)}

decision
}
potenciaprueba <- function(n,m,M,a,b,errorl,iteraciones)
{
salida = matrix(NA,M,12)
potencia = rep(NA,12)
for(i in 1:M)

{
muestras = rpareto(n,a,b)
HHHHHHH RS AQUT VA LA DISTRIBUCION PARA COMPARAR LA POTENCIA n Y PARAMETROS #it#it##it#
salidal[i,] = unaRn(muestras,m,errorl,iteraciones)
# print(i)
}
# print(salida)
for(i in 1:12)
{
potenciali] = mean(salidal,i])
}
potencia

3

HERHHHHHHHH R R R R R R R R R
HEHHH B Y GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS FALTANTES HEHHHHR AR
HARFHHAHHHBHFHHAFHHBHHHBRFH RS HH R H RS H BB H RS H BB H B R A H R R R

HHHHEHE RS R RS LAPLAS POR EL METODO DE COMPOSICION #it#tittitttittt ittt ittt i
rlaplace = function(n,a,b)
{
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aux <- rep(NA,n)
contador <- 0
contadorl <- 0O
for( i in 1:n)
{
u <- runif(1)
if(u < 0.5){contador <- contador +1; aux[contador] <- at+b*log(2+u)}else
{aux[n-contadorl] <- a-b*log(2+(1-u)); contadorl <- contadori+1l }

}
aux
}
HHH R GUMBEL POR EL METODO DE LA INVERSA  ##t#t##t#t#itti ittt it i a4
rgumbel = function(n,a,b){ a- bxlog(-log(runif(n)))}
HHHHHHHHHH RS FRECHET POR EL METODO DE LA INVERSA ##t##ftttt#ti ittt i 4
rfrechet = function(n,a,b,mu){mu+ b/(-log(runif(n)))~(1/a)}
HHHHEHE RS R RS PARETO POR TRANSFORMACION ittt ittt it
rpareto = function(n,a,b){a/(1-runif(n))~(1/b)}
B R R RH LOG-LOGISTICA POR TRANSFORMACION  ##tt##t#t ittt
rllogis = function(n,a,b){exp(rlogis(n,a,b))}
HHHHHHHHHH RS LOG-CAUCHY POR TRANSFORMACION  ##titititHit ittt ittt
rlcauchy = function(n,a,b){exp(rcauchy(n,a,b))}
HHHHEHEH SR RS LOG-STUDENT POR TRANSFORMACION  ###t#t#Hit#tatt ittt i i A 3
rlt = function(n,a,b){exp(rt(n,a,b))}
HHHHHHHHHH RS LOG-LAPLACE POR TRANSFORMACION  ##t#Hit#it ittt

rllaplace = function(n,a,b){exp(rlaplace(n,a,b))}

#i#HEHE GENERACION DE LOG-GAMMA GENERALIZADA EN SU FORMA NO ESTANDAR HHAHAHEH GRS RS RHH
densidad <- function(x,k,u,b)
{
k™ (k-0.5)*exp (((x-u) /b) *sqrt (k) -k*exp ((x-u) / (b*sqrt (k))) )/ (b*gamma (k) )
}

densidadgen <- function(n,k,u,b)
{

par (mfrow = c(1, 3))

x <= bx*sqrt(k)*log(rgamma(n,k,1)/k)+u
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35),x1lim=c(-10,2),1ty=1,1lwd=2,main="",xlab="(a)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

x <= bx*sqrt(k)*log(rgamma(2*n,k,1)/k)+u
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,x1im=c(-10,2),1lty=1,1lwd=2,main="",x1lab="(b)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

x <= b#*sqrt(k)*log(rgamma(20*n,k,1)/k)+u
plot(density(x),col=1,ylim=c(0,0.35) ,x1im=c(-10,2),1lty=1,1lwd=2,main="",xlab="(c)",ylab="")
curve(densidad(x, k), col = 2, 1ty = 1, lwd = 2, ylim = c(0, 1), add = TRUE,bg=2)

B R R R R R R S R R R R S R
HHH RS CARTAS DE CONTROL #it# CARTAS DE CONTROL ### CARTAS DE CONTROL ##t#t###
HHHHEHGHFHF R H R R R R R R R R
### d2 PARA LA LOG-GAMMA GENERALIZADA

d2LGG=function (k)
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{
sqrt (k*psigamma(k,1))
}
### d3 PARA LA LOG-GAMMA GENERALIZADA
d3LGG=function(k,n)
{
sqrt (kx (psigamma (k,3) +2* (psigamma(k, 1)) ~2)/ (4*psigamma (k, 1) *n))
}
### TABLA DE VALORES PARA LA LOG-GAMMA GENERALIZADAL  #####
valoresLGG = function(m,k)
{
matriz <- matrix(NA, (m-4),5)
for(i in 5:m)
{
d2 <- d2LGG (k)
d3 <- d3LGG(k,i)
A2 <- 3/(d2xsqrt(i))
D3 <- 1-3%d3/d2
D4 <- 1+3*d3/d2
matriz[(i-4),] <- ¢(i,d3,A2,D3,D4)
}
matriz
}
### FUNCION DE VALORES PARA LA LOG-GAMMA GENERALIZADA  #it#i#t#
valorLGG=function(k,n)
{
d2 <- d2LGG(k)
d3 <- d3LGG(k,n)
A2 <- 3/(d2*sqrt(n))
D3 <- 1-3*d3/d2
D4 <- 1+3%d3/d2
c(n,d3,A2,D3,D4)
}
## CALCULOS PARA NIVEL DE CONFIANZA ##it#
distribucion = function(x,k)
{
k™ (k-0.5) *xexp (x*sqrt (k) -k*exp (x/sqrt (k) )) /gamma (k)
}
calculos <- function(k)
{
inferior <- sqrt(k)*(psigamma(k,0)-log(k)-3*sqrt(psigamma(k,1)))
superior <- sqrt(k)*(psigamma(k,0)-log(k)+3*sqrt(psigamma(k,1)))
aux = function(x){distribucion(x,k)}
integrate (aux,inferior, superior)

}
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