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Estimacién del Indice de Volatilidad México (VIMEX®)
Usando Modelos GARCH

Alberto Ruiz Gonzdlez

Colegio de Postgraduados, 2011.

Resumen

Debido a la importancia que tiene el concepto de volatilidad en los mercados financieros,
este concepto ha sido tomado como un indicador de riesgo y se han generado indicadores y
productos derivados referenciados a la volatilidad en los principales mercados del mundo.
La principal utilidad de este indice es dar informacién sobre los niveles de volatilidad
del mercado. El Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) no se ha quedado rezagado
en este sentido, por lo que se publica el Indice de Volatilidad México (VIMEX@). En
este trabajo de tesis, se ajusta un modelo GARCH(1,1) a los rendimientos semanales
del VIMEX@ para modelar la varianza y para modelar la media se incluye un proceso
AR(2), el cual resulta ser cero en el modelo final. El modelo ajustado produce evidencias
favorables en la descripciéon del indicador; sin embargo, los resultados se podrian mejorar
utilizando un modelo asimétrico o una distribucion de colas mas pesadas.

Palabras clave: GARCH, indices de volatilidad, MexDer, VIMEX®, volatilidad.
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Estimating The Mexico Volatility Rate (VIMEX®) Using
GARCH Models

Alberto Ruiz Gonzdlez

Colegio de Postgraduados, 2011

Abstract

Due to the importance the volatility concept has in financial markets, at present day
it has been taken as a unique risk indicator providing indicators and derived products
in reference to it in the main world markets. The main utility of this index is to pro-
vide information about the volatility levels in the market. The Mexican Derivates Ex-
change (MexDer) has taken actions in this matter and publishes the Mexico volatility rate
(VIMEX@). In this thesis, a GARCH(1,1) model is fitted to weekly gains of VIMEX@ to
model the variance; to model the average value, it is included an AR(2) process, which
results to be zero in the final output. The fitted model provides favorable evidence for
the indicator description, however, the results could be improved by using an asymmetric
model or a heavier tailed distribution.

Key words: GARCH, volatility rate, MexDer, VIMEX®, volatility.
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Capitulo 1

Introduccion

La evolucién y comportamiento de los mercados financieros ha despertado mucho interés
en los inversionistas debido a que constituyen un medio de financiamiento de la actividad
productiva a partir del ahorro. Ademds, ayudan a que se alcance un nivel de coordinacion
adecuado entre los diferentes sectores de la economia debido a la informaciéon que propor-
cionan. Para que los mercados financieros cumplan su rol satisfactoriamente es necesario
que se pueda conocer y hasta anticipar esta informacién. Al respecto, los cambios en los
precios son aleatorios y no son predecibles en la medida en que incorporan las expectati-
vas e informacion de todos los participantes del mercado. A estos cambios aleatorios en
el rendimiento del activo se le conoce como volatilidad, Bahi (2007). Asi, las Finanzas
tienen por eje central asumir ciertos riesgos para obtener beneficios, sin embargo, no
todos los riesgos generan los mismos beneficios.

Es asi como se busca minimizar los riesgos de las pérdidas previstas al tiempo que se
desea maximizar los rendimientos esperados. Ideas que adquirieron un nuevo significado
desde que Markowitz (1952), Tobin (1958) y posteriormente Sharpe (1964), asociaron el
riesgo a la varianza del valor de una cartera, basandose en la busqueda de la evasion del
riesgo, teoria a la cual denominaron valoracion de los precios de los activos de capital
(CAPM), (Tamayo-Medina y Rodriguez-Pinzén, 2010).

Sin embargo, el nacimiento de la matematica financiera tuvo su origen poco mas de medio
siglo antes, en 1900, cuando Louis Bachelier presento su tesis doctoral titulada Theorie de
la speculation (Teorfa de la especulacién), en la cual, propone al movimiento browniano
como modelo asociado a los precios de las acciones, esto es, usa el proceso estocastico
para explicar las fluctuaciones de los precios. Otra de las aportaciones mas importantes
de su trabajo es hacer factible el uso de un modelo analitico que permite estimar la
probabilidad de ejercer una acciéon y valuar su prima. Esto es, genera los fundamentos
sobre los que posteriormente se construyeron los modelos més populares de valuacion de
opciones: el modelo Black & Scholes y el modelo binomial.



1.1. Ecuacion Estocastica y movimiento browniano

Sin embargo, su trabajo no tuvo tanto impacto y solo lo hizo acredor al reconocimiento
de honorable, lejos de la mejor calificacién para una tesis doctoral de la época. Esto
debido a diferentes factores, entre los mas importantes, destacan la poca importancia
que daban los matematicos al campo de las finanzas, poca influencia de la actividad
financiera en la economia, pero sobre todo, a la situacion financiera de la época, mas
bien estable comparada con el periodo posterior a la obsolecencia del acuerdo de Breton
Woods donde todos los activos financieros se vieron envueltos en un incremento de la
volatilidad, lo cual repercutio en los mercados financieros del mundo.

1.1. Ecuacién Estocastica y movimiento browniano

Para modelar el rendimiento de un activo en un intervalo de tiempo dt, se plantea de-
scomponerlo en dos componentes bésicos:

1. Una parte para modelar el crecimiento medio del activo, que es considerado de-
terministico y predecible, udt.

2. Un componente aleatorio que es influenciado por respuestas externas y es modelado
con una distribucién normal de media cero, odWV;.

Asi, la representaciéon matematica para generar el precio de activos financieros queda
como:

d
?S = pdt + odW; (1.1)

Respecto a la ecuacién (1.1) se deben tener ciertas consideraciones. Primero, si dW; = 0,
lo cual implica que no hay volatilidad, entonces se tiene solo una ecuacién diferencial,
cuya solucién es S = S;e Tt asumiendo que la media es constante. Por lo tanto, el
precio es deterministico y es posible predecirlo con certeza.

Por otro lado, si dW; sigue un proceso Wiener!, contempla la aleatoriedad del precio del
activo como propia y la solucién a la ecuacién (1.1) es tnica y estd dada por:

!También conocido como movimiento browniano estdndar. Cumple con las condiciones:
o Wy =0, es decir, parte del origen.

e Tiene incrementos independientes, esto es, si 0 < ¢; < ... < {,, entonces Wy, , W, —

Wiy, , Wy, — Wy, , son variables aleatorias independientes.

o W, — W; es una variable aleatoria normal con media cero y varianza ¢t — s.



1.2. Volatilidad estocastica

St = Soexp [(1 — 0%/2) t + odW,] (1.2)

Con la condicién inicial Sy (Margalef-Roig y Miret-Artés, 2000). La ecuacién (1.2) es
conocida como movimiento browniano geométrico y fue desarrollada por Ito (1944) junto
con el calculo estocastico.

Black y Scholes (1973) asumen que el precio de una activo subyacente sigue una ecuacién
diferencial estocastica que cumple con las propiedades del Lema de Ito?, ademds que el
precio de la accién sigue un movimiento browniano geométrico, por lo que los cambios
en el logaritmo de los precios siguen una distribucién normal®. De esta manera, es como
desarrollan la muy conocida formula de valuacién de opciones Black & Scholes.

1.2. Volatilidad estocastica

También debe considerarse que en la ecuacién (1.1), el término referente a la volatilidad
es o; (es decir, la volatilidad) es constante en todo momento. Sin embargo, no siempre
sucede esto. Permitir cambios en el componente o respecto al tiempo generd intentos
por hacer que el movimiento browniano geométrico siguiera un proceso propio para la
volatilidad.

Después de varios intentos, Heston (1993) propone modelar el precio de un activo fi-
nanciero a través de dos ecuaciones: una para la media, como la dada en (1.1) y otra
para la volatilidad, dada por:

do = (£ — Ao) dt + ydWs (1.3)

donde dW, es proceso Wiener. Ademas, el éxito de Heston estuvo en que permite cor-
relacién entre los dos términos aleatorios: C'ov (AW, dWs) = pdt. Con esto, se obtienen
formulas cerradas para la valuacion de opciones.

Algunas propiedades del modelo dado por las ecuaciones (1.1) y (1.3) son: primero, exceso
de curtosis generado por la volatilidad de la varianza, v, y si la varianza es muy volatil,
la probabilidad de observar grandes shocks en rendimientos aumenta, lo que incrementa
la anchura en las colas de la distribucion. El parametro A es la velocidad con la que el
proceso revierte a la varianza de largo plazo (£/)), y captura la persistencia en varianza.

2Uno de los principales resultados de su teorfa sobre célculo estocéstico.

3En general, los mercados han asumido esta hipétesis en la valoracién de opciones sin producirse
sesgos significativos por no utilizar las auténticas distribuciones de los activos subyacentes. Lamothe
(2003)



1.3. Objetivos

Un valor de A distinto de cero sugiere persistencia en varianza, mientras que si A es cero,
entonces la varianza condicional seguird una caminata aleatoria. Segundo, la asimetria
que generalmente se observa en el proceso de rendimientos se puede capturar mediante
una correlacién negativa entre shocks en la varianza y el proceso de rendimientos. Es
decir, p < 0, ya que en este caso la volatilidad aumenta cuando los precios disminuyen,
lo que hace mas probable que se produzcan grandes rendimientos negativos, Gonzalez
(2008).

La estimacién de el modelo de Heston, dado por (1.1) y (1.3), tiene varios problemas,
entre ellos la poca cantidad de técnicas de estimacién con datos discretos, aunada a que
las pocas que existen no son soluciones cerradas. Las principales técnicas hacen uso del
ajuste de un modelo auxiliar en tiempo discreto, por ejemplo de la familia GARCH, tal
como lo hace Gonzélez (2008) debido principalmente a que son capaces de reproducir las
principales caracteristicas de la volatilidad.

Sin embargo, esta no es la unica funcién de los modelos de la familia GARCH. Estos se han
utilizado para modelar la volatilidad de los principales indices del mundo observandose un
desempeno semejante a los modelos de tiempo continuo. Es por ello que en este trabajo se
hace uso de esta metodologia para estimar un modelo que explique el comportamiento que
ha tenido el Indice de Volatilidad México, VIMEX®: el indice que mide la volatilidad del
Mercado Mexicano de Derivados, MexDer. Es de interés modelar este indicador porque
es importante saber como fluctia la volatilidad de MexDer, cudl es la incertidumbre que
se tiene en el mercado y asi determinar opciones de inversiones 6ptimas. Asi mismo, al
igual que en otros mercados, pronto podria comenzar a cotizarse algin producto derivado
referenciado a este indice; lo cual, haria obligado el ajuste de algiin modelo para predecir
la volatilidad del VIMEX®.

1.3. Objetivos

e Ajustar modelos de heterocedasticidad condicional que describan la serie del Indice
de Volatilidad México de la Bolsa Mexicana de Derivados con datos del 26 de marzo
del 2004 hasta el 30 de junio del 2010.

e Realizar una comparacién del desempeno del modelo ajustado respecto a otros
modelos ajustados a la serie o en su defecto respecto a otros indices.

El trabajo esta dividido como sigue: en el capitulo dos, se hace una revisiéon de liter-
atura sobre los mercados financieros enfocandose al Mercado Mexicano de Derivados y
a describir los instrumentos derivados. Ademas, se describen las bases de los modelos
GARCH junto con algunas generalizaciones. El capitulo Tres, contiene los resultados de
la estimacién del modelo GARCH al VIMEX®. Finalmente, el capitulo cuatro, contiene
las conclusiones del modelo ajustado y recomendaciones.



Capitulo 2

Revision de Literatura

2.1. Mercados Financieros

Un mercado financiero es un mecanismo que permite a los agentes econémicos el inter-
cambio de activos financieros. En general, cualquier mercado de materias primas podria
ser considerado como un mercado financiero si el propésito del comprador no es el con-
sumo inmediato del producto, sino el retraso del consumo en el tiempo.

Los mercados financieros se componen de tres mercados fundamentales:

e Mercados de deuda, (que a su vez incluyen los mercados interbancarios, los de
divisas, los monetarios y los de renta fija).

e Mercados de acciones

e Mercados de derivados

Los mercados financieros estan afectados por las fuerzas de oferta y demanda. En el
sistema financiero, facilitan:

e El comercio internacional (en los mercados de divisas)
e El aumento del capital (en los mercados de acciones)

e La transferencia de riesgo (en los mercados de derivados)

Ademas de la clasificacion por activos, existen otras clasificaciones de acuerdo a estructura
y fase de negociacion de los activos financieros.



2.1. Mercados Financieros

De entre estos mercados, es de interés el mercado de derivados. Los valores que se negocian
en los mercados de derivados se derivan (el precio estd en funcién), de materias primas,
de valores de renta fija, de renta variable o de indices compuestos por algunos de esos
valores o materias primas. Estos mercados han tenido gran desarrollo en los ultimos
anos; para ver esto, el producto interno bruto anual de Estados Unidos es apenas de $7
billones. Los mercados de derivados tienen aparentemente una valor mayor que el total de
las acciones y los bonos en conjunto, el cual es cercano a los $35 billones, Jorion (2008).
Debe notarse que se habla en términos de valores de mercado, no en términos nominales.
Hablando en estos términos, si todos los contratos fuesen cancelados, el Banco de Pagos
Internacionales estima que el valor de reposicion para todos los contratos de mercados no
organizados o contratos sobre mostrador over the counter serfa de $1.7 billones, Jorion
(2008).

2.1.1. Derivados financieros

Segun Jorion (2008) un derivado de manera general es un contrato privado, el cual deri-
va la mayor parte de su valor del precio del algin activo, tasa de referencia o indice
subyacente, tales como una accién, una divisa o un producto fisico.

Otra deficién de un derivado financiero o instrumento derivado es un producto financiero
cuyo valor se basa en el precio de otro activo. El activo del que depende toma el nombre
de activo subyacente, por ejemplo el valor de un futuro sobre el oro se basa en el precio
del oro. Los subyacentes utilizados pueden ser muy diferentes: acciones, indices bursétiles,
valores de renta fija, tasas de interés o también materias primas.

Esto es, un derivado es un contrato en el que se pacta, al momento de la elaboracion, el
precio en un futuro de algiin activo. El gran auge obtenido por estos productos financieros
se debe, principalmente, a la distribucién que hacen del riesgo: separa el riesgo de mercado
(dado por el cambio en los precios del activo) del riesgo de contraparte (el generado por
las partes, si uno gana, el otro pierde y puede no cumplir con sus compromisos en la
fecha de liquidacion).

Ventajas de los derivados

Entre las principales ventajas de los derivados, se encuentran:

e Sirven como instrumentos de cobertura ante fluctuaciones de precio de los suby-
acentes, por lo que se aplican preferentemente a portafolios accionarios, pagos y
cobranzas en momenda extranjera y planeacion de flujos de efectivo.



2.1. Mercados Financieros

e Contribuyen a la liquidez, estabilidad y profundidad de los mercados financieros;
generando condiciones para diversificar las inversiones y administrar riesgos.

Clasificacion de los Derivados

En esta ocasion solo se habla de conceptos bésicos de los instrumentos derivados. Para ver
como se efectiian las valuaciones de cada tipo de derivado en Venegas-Martinez (2008) se
encuentra una discusién muy completa. Existen diferentes clasificaciones para los deriva-
dos, a saber:

Dependiendo del tipo de contrato

Dependiendo de la complejidad del contrato

Dependiendo del lugar de contratacion y negociacién

Dependiendo del subyacente

Dependiendo de la finalidad

De estas clasificaciones, se revisara la que se basa en los tipos de contratos.
Futuros

Los contratos futuros son los derivados mas antiguos. En el siglo X7X, en Chicago,
se pactaron los primeros contratos futuros entre agricultores y comerciantes de granos.
Para 1848, se establecid el Chicago Board of Trade (CBOT), donde se estandariazaron la
calidad y cantidad de los granos y en 1865 se negociaron los primeros contratos futuros
estandarizados.

En cuanto a los futuros financieros, este mercado se abrié a inicios de los anos setenta con
la creacién del Chicago Mercantile Exchange (CME), donde se inicié operando futuros
sobre divisas. Hoy en dia, existen futuros sobre tipos de interés, divisas e indices bursétiles.
Asi, los contratos de futuros son pactados en mercados organizados.

Un contrato de futuros es un acuerdo que obliga a una de las partes a comprar y a la
otra a vender un nimero de bienes o valores (activo) en una fecha futura, pero con un
precio establecido al momento de hacer el contrato.

Quien adquiere contratos futuros adopta una posicion larga, la cual le da el derecho de
recibir el activo subyacente al que hace referencia el contrato en la fecha de vencimiento
pactada. Por el contrario, quien vende contratos futuros, adquiere una posicién corta,
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con lo que, al llegar a la fecha de vencimiento, debera entregar el activo de referencia y
recibir la cantidad acordada cuando se pacto el contrato.

Debe mencionarse que los contratos futuros realizan una liquidacion diaria de pérdidas
y ganancias dadas por las variaciones del precio del futuro; obteniéndose los derechos y
olbigaciones correspondientes, tales como mantener y ajustar las garantias mientras no
se cierre la posicion o recibir las ganancias correspondientes. Asi mismo, la gran mayoria
de contratos no se liquidan, sino que las posiciones son cerradas antes del vencimiento.

Los futuros tienen diferentes funciones, entre las mas importantes destacan:

Posicionarse a la baja en acciones

Cobertura de acciones

Cobertura anticipada
e Tomar posicién en dos acciones

Cambiar de una accién a otra

Riesgos en futuros

El riesgo que se adopta en un contrato de futuros es ilimitado. Si se adopta una posicién
larga y el precio de la fecha de vencimiento es menor que el precio pactado, entonces se
tiene una perdida de tamano igual a la diferencia de precios. Por el contrario, si el precio
de fecha de vencimiento es mayor que el precio pactado, se genera una ganacia, igual a
la diferencia de precios, ver la figura 2.1.

Por otro lado, si se adopta una posicion corta y el precio de vencimiento es mayor que el
precio pactado, se generan perdidas, igual de tamano la diferencia de precios. Asi mismo,
si el precio de vencimiento es menor que el precio pactado, se genera una ganacia de la
misma magnitud que en la posicion larga. Esto es, la ganancia también es ilimitada, ver
figura 2.2.

Forwards
Son derivados semejantes a los futuros, pero son exclusivos de los mercados sobre mostrador
(over the counter, OTC). Otra caracteristica es que son contratos a la medida, esto es,

se ajustan a las necesidades especificas de las partes: tipo de subyacente, tamano del
contrato, fecha de vencimiento y lugar y condiciones de entrega.

Opciones
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Zona de beneficios

10po 2000 5000 6000

Zona de perdidas

Figura 2.1: Beneficios y perdidas de contratos futuros de compra.

Zona de beneficios

Zona de perdida:

Figura 2.2: Beneficios y perdidas de contratos futuros de venta.

Las opciones aparecieron a incios del siglo XX, pero no tuvieron el éxito esperado, has-
ta 1973, cuando The Chicago Board Options Exchange (CBOE) comenzé a funcionar.
Posterirmente, en 1975, The American Stock Exchange (AMEX) y The Philadelphia
Stock Exchange (PHLX) iniciaron operaciones sobre opciones. Un afio mas tarde, se
incorpor6 al mercado el New York Stock Exchange.
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Al igual que los futuros, hay contratos de opciones sobre tasas de interés, divisas e
indicadores bursatiles, agregandose contratos sobre acciones y sobre los futuros mismos.
Asi mismo, al igual que los futuros, son contratos pactados en mercados organizados.

Una opcién es un contrato entre dos partes a través del cual una de ellas adquiere el
derecho, pero no la obligaciéon de comprar o vender una cantidad determinada de algin

activo en un futuro a un precio fijado al momento del contrato.

Las principales caracteristicas que definen a las opciones son:

Tipo de opcion

Activo subyacente de referencia

Cantidad de activo subyacente

fecha de vencimiento

Precio de ejercicio

Clasificacion de las opciones

Existen fundamentalmente dos tipos de opciones, a saber:

e Contrato de opcién de compra (Call)

e Contrato de opcién de venta (Put)

Asi, regresando a la definicién, se tiene que: en las posiciones una de las partes (la parte
compradora de la opcién) tiene el derecho, pero no la obligacién de comprar (call) o
vender (put), mientras que el vendedor de la opcién solamente va a tener la obligacién
de vender (call) o de comprar (put). Dicha diferencia de derechos y obligaciones genera
la existencia de la prima, que es el importe que abonara el comprador de la opcién al
vendedor de la misma.

Asi, se tienen cuatro alternativas cuando se operan opciones:

e Compra de opcion de compra (long call)
e Venta de opcién de compra (short call)

e Compra de opcién de venta (long put)

Precio al que el comprador de la opcién tiene el derecho de compra (Call) o de venta (Put).

10
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e Venta de opcién de venta (short put)

Otra clasificacion, es dada por la fecha de ejercicio:

e Opciones americanas. Se pueden ejercer en cualquier momento del contrato (ejer-
cicio anticipado) o hasta la fecha de vencimiento (ejercicio a vencimiento).

e Opciones europeas. Solo se pueden ejercer en la fecha de vencimiento (ejercicio
a vencimiento).

Una clasificacién més esta en funcién de la situacion (in, at o out the money) y del tipo
de opcién (call o put). Esto es, se observa la diferencia entre el precio de ejercicio y la
cotizacion del activo. La figura (2.3) muestra la situacién de las opciones call y un put.

e Una opcién estd in the money si ejerciéndola se tiene beneficio. Considerando op-
ciones call y put:

La opcion es call y el precio de ejercicio es inferior a la cotizacién del subyacente

La opcidn es put y el precio de ejercicio es superior a la cotizacion del subyacente

e Una opcion esta at the money si el precio de ejercicio es igual o casi igual al del
subyacente, sin importar si el contrato es call o put, esto es, cuando se encuentre
entre la frontera de benficios o pérdidas.

e Una opcion esta out of the money si ejerciéndola no se obtienen beneficios. Con-
siderando opciones call y put:

La opcion es call y el precio de ejercicio es superior a la cotizacién del subyacente
La opcién es put y el precio de ejercicio es inferior a la cotizacién del subyacente
Prima de una opcién

Ya se ha mencionado que la prima de una opcion es el importe que paga un comprador
al vendedor de la opcion. Esta refleja el valor de la opcion y se detemina en base a:

e Cotizacion del activo subyacente. La opcion se ve influenciada en gran medida
por el precio del subyacente; si sube el precio del activo, sube el de la opcién Call
y baja el de la opcién Put. Lo contrario también se cumple en cada tipo de opcion.

11
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Precio del subyacente

Precio de ejercicio
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Figura 2.3: Posicién de una opcién segin el precio del subyacente.El panel (a) muestra

una opcién call y el panel (b) muestra una opcién put.

Precio de ejercicio de la opcidén. Si las opciones son Call, la prima sera menor
si el precio de ejercicio es alto (mds barato serd el derecho de compra). Por el
contrario, si la opcién es Put, la prima serd mayor si el precio de ejercicio es mayor
(més caro sera el derecho de venta).

Volatilidad. La volatilidad mide la variabilidad del precio de las opciones. Mientras
mayor sea la volatilidad, mas caras seran, por el contrario, si las opciones tiene poca
volatilidad, menor sera el precio de ellas.

Tipo de interés de mercado monetario. El efecto que tiene sobre la prima es
pequeno respecto a los otros factores.

Tiempo restante hasta el vencimiento. La compra de opciones se ve perjudi-
cada por el paso del tiempo, mientras que la venta se ve beneficiada.

Dividendos (solo se aplica en opciones sobre acciones). Tiene la misma
influencia que la cotizacion de activos.

Riesgos de las Opciones

El riesgo adquirido en una opcion depende si se trata de opciones de compra o de venta;

asi:

Derecho de compra: opcién call

12
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Al adquirir una opcién con derecho de compra, el interés es que el precio del subya-
cente suba, dado que esto generard ganancias; estas seran ilimitadas. Sin embargo, si
el precio baja, se tendréan perdidas, pero limitadas por la prima de la opcién. Por otro
lado, para el vendedor de un derecho de compra, el interés es que el subyancente baje.
asi tendra ganancias dadas por la prima de la opcién. Si, por el contrario, el precio del
subyacente sube, tendra perdidas ilimitadas. Debe notarse que existe equilibrio entre am-
bas partes, esto es, una parte gana tanto como la otra pierde. En la figura (2.4) se ilustra
la situacién de compradores y vendedores de opciones call.

(@

Zona de beneficios

T T T T T 1
2¢h0 2500 3000 3500 4000 4500 5000 5500

Zona de perdidas

(b)

Zona de beneficios

2¢h0 2500 3000

Figura 2.4: Beneficios y perdidas en una Opcién con derecho de compra.Panel (a)
para el comprador. Panel (b) par el vendedor.

Derecho de venta: opcion put

Cuando se adquiere una opcién con derecho de venta, se tiene interés en que baje el precio
del subyacente, asi si tienen ganancias ilimitadas. Por el contrario, si el precio sube, se
adquieren perdidas menores o iguales a la prima de la opcién. Por otro lado, si se vende
una opcién put, se tiene interés en que suba el precio del subyacente para tener ganancias
menores o iguales a la prima de la opcion. Si el precio baja, se tienen perdidas ilimitadas.
En la figura (2.5) se ilustran estas posiciones.

Swaps
Los swaps son contratos mediante los cuales dos partes acuerdan intercambiar flujos de
efectivo basados en un subyacente en intervalos de tiempo regulares. Los subyacentes

pueden ser tipos de cambio, tasas de interés o indices accionarios o bursatiles, entre
otros.

13
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Figura 2.5: Beneficios y perdidas en una Opcién con derecho de venta.Panel (a) para
el comprador. Panel (b) para el vendedor.

Los primeros contratos que se asemejaron a los swaps aparecieron en el Reino Unido
a principios de los anos setenta debido a la alta volatilidad de los tipos de cambio.
El primer swap sobre divisas se cree apareciéo en 1979. Sin embargo, el primer swap
real, apareci6 en 1981 e involucré al Banco Mundial y a IBM como contrapartes. Estos
contratos son exclusivos de mercados over the counter, esto es, son contratos a la medida.

Por ser contratos a la medida, los swaps requieren gran cantidad de documentacion para
especificar completamente los términos y las disposiciones del contrato y las clausulas es-
peciales. Aunque todos tienen las mismas caracteristicas basicas: dos agentes, subyacente,
fecha efectiva, fecha de terminacién, pago fijo y pago flotante, entre otros.

Clasificacion de Swaps

Los swaps se clasifican de acuerdo al subyacente:

e Swaps sobre tasas de interés. Este tipo de swaps son los mas comunes. En ellos una
de las partes acuerda pagar una tasa de interés fija, mientras la otra parte acuerda
pagar una tasa de interés flotante sobre el mismo subyacente.

e Swaps de materias primas. Es sabido que los mercados de materias primas son de
alta volatilidad. Es por ello, que estos swaps estan disenados para eliminar el riesgo
de precio y, asi, bajar los costos de financiamiento.

e Swaps de indices bursatiles. Estos contratos, permiten intercambiar el rendimiento
del mercado de dinero por el rendimiento del mercado bursatil.

14
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e Swaps de tipos de cambio. Esta clase de swaps es semejante a los swaps sobre
tasas de interés, solo que sobre dos subyacentes, en este caso, momendas distintas.
Ademas, en esta clase, los subyacentes, se intercambian al inicio y al final del
contrato.

e Swaps crediticios. Sirven para administrar el riesgo a través de medir y determinar
el precio de cada uno de los subyacentes. Si hay alto riesgo, se puede transferir y
asi acceder al credito a un menor costo.

Warrants

También conocidos como titulos opcionales. Son semejantes a la opciones, es decir, son
contratos que otorgan el derecho, més no la obligacién, de comprar o vender una cantidad
determinada de algin activo a un precio determinado en una fecha futura también de-
terminada. Los activos subyacentes mas comunes para los warrants son acciones, indices
bursatiles, divisas y tipos de interés.

Las principales diferencias entre una opcién y un warrant son:

e El plazo de vencimiento. Las opciones tienen un plazo méaximo de un ano, mientras
que los warrants pueden tener un plazo mayor (hasta dos anos).

e Liquidez. Los warrants suelen gozar de mayor liquidez, puesto que las entidades
emisoras se encargan de que esta exista. En las opciones, la liquidez depende del
mercado.

2.2. Mercado Mexicano de Derivados (MexDer)

En diversas partes del mundo, los derivados financieros hicieron su aparicion en la de
década de los anos setenta; México no fue la excepcion. En 1978, la Bolsa Mexicana de
Valores (BMV) cotizé futuros hasta 1982 sobre el tipo de cambio peso/délar. Posteri-
ormente, de 1983 a 1986 volvié a listar futuros sobre acciones y petrobonos. En 1987,
se reinici6 la emisién de contratos sobre el tipo de cambio peso/délar. Aunado a esto,
el Gobierno Federal emitio diversos instrumentos financieros; por ejemplo petrobonos
(1977 — 1991), pagares (1986 — 1991) y tesosbonos (1989), entre otros.

Ya para la década de los noventa, se negociaron contratos forward sobre tasas de interés
de titulos gubernamentales. En 1994, el Banco de México regulé la operacion de contratos
forward sobre la tasa de interés interbancaria promedio (TIIP) y el indice nacional de
precios al consumidor (INPC). En 1992, aparecieron los Titulos Opcionales (warrants)
en la BMV sobre acciones e indices accionarios.
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Esta experiencia con productos derivados mostro evidencia sobre la existencia de la de-
manda en México por tales instrumentos finacieros y la utilidad de estos mismos para
controlar y administrar riesgos. Aunado a ello, fue evidente la necesidad de contar con
un mercado organizado donde se efecutaran las operaciones de estos instrumentos.

Es asi, que en 1994, la BMV y el Instituto para el Depdsito de Valores (S.A. Indeval)
pusieron en marcha las gestiones para el cumplimiento de los requisitos juridicos, oper-
ativos, tecnolégicos y prudenciales establecidos por la Secretaria de Hacienda y Crédito
Piublico (SHCP), la Comision Nacional Bancaria y de Valores y el Banco de México
(Autoridades Financieras) para la creaciéon de un mercado de derivados, posteriormente
llamado MexDer, y su Camara de Compensacion, Asigna, Compensacion y Liquidacion.
De esta manera, el Mercado de Derivados de México, MexDer, Mercado Mexicano de

Derivados S.A. de C.V. inicié operaciones en diciembre de 1998 con contratos futuros
sobre subyacentes financieros.

2.2.1. Objetivo

Consolidar la administracion de riesgos de las instituciones financieras, empresas e inver-
sionistas ofreciendo una amplia gama de instrumentos derivados.

2.2.2. Instrumentos listados en MexDer

En el MexDer se operan los contratos de futuros y acciones mostrados en la tabla 2.1.
Las opciones son de los dos tipos: europeas y americanas:
Opciones europeas: IPC® y délar de Estados Unidos,

Opciones americanas: América mévil, CEMEX CPO, Televisa CPO, GMéxico B, Telmex
L, WALMEX V y Naftrac 02.

Contratos de MexDer

Los contratos que ofrece MexDer tienen los siguientes componentes principales:
Subayacentes. Activos de referencia. Listados en la tabla 2.1.

Tamano del contrato. Especifica la cantidad del subyacente que debe ser liquidada

16
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Tabla 2.1: Contratos de productos derivados operados en MexDer.

Derivado Subyacente Contrato

Futuro Divisas Dolar de Estados Unidos de América (DEUA)
Euro
Indices Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV (IPC®)
Deuda Cetes a 91 dias (CE91)

TIIE a 28 dfas (TE28)
Swap de TIIE a 2 y 10 afios (SW02 y SW10)
Swap de TIIE a 2 y 10 anos (liquidacién en especie)
Bonos de Desarrollo del Gobierno Federal a 3, 19 y 20 afios (M3, M10 y M20)
UDI
Acciones América Mévil L
Comex CPO
Femsa UBD
GCarso Al
Telmex L
WALMEX V

Opcion Divisas Délares de Estados Unidos de América
Indices Indice de Precios y Cotizaciones de la BMV (IPC®)
Acciones América Mévil (AX)
Cemex CPO (CX)
Televisa CPO (TV)
GMéxico B (GM)
Telmex L (TX)
WALMEX V (WA)
Naftrac 02 (NA)

por contrato. Por ejemplo, el tamafio de un futuro sobre el IPC® es de $10 multiplicados
por el valor del IPC®. Una opcién sobre el délar tiene un tamaiio de diez mil délares.

Periodo del contrato. Especifica el ciclo del contrato y por cuanto tiempo son vélidos.
Por ejemplo, una opcién sobre acciones tiene ciclos trimestrales y validez por un ano. Un
futuro sobre la TIIE tiene ciclos mensuales a lo largo de 10 anos.

Fecha de liquidacién. Es el dia habil en que son exigibles las obligaciones derivadas de
un contrato plasmadas en las condiciones de contratacion.

Tipo y estilo del contrato. Se refieren a si son de compra (call) o de venta (put) y
si la modalidad es americana o europea (solo aplica en opciones). Por ejemplo, la opcién

sobre acciones de Grupo México son de compra y venta y de tipo americano.

Precio de ejercicio. Precio de mercado al que se ejerce un contrato. Por ejemplo, el
precio del IPC® se expresa en puntos enteros y como muiltiplos de 50.

Precio de liquidacién diaria. Precio de referencia que MexDer da a conocer a la camara
de compensacion para efectos de compensacion y liquidacién diaria de los contratos de
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opciones.

Las demas caracteristicas estan relacionadas con claves de pizarra y vencimiento, unidades
de cotizacion, fluctuacion minima y horario de cotizacion.

2.2.3. Calculo de precio o prima de liquidaciéon diaria para op-
ciones

Finalizado el dia de negociacién, MexDer calculara los precios de liquidacién diaria para
cada contrato de opcion de acuerdo a la siguiente metodologia y en el mismo orden.

1. Promedio Ponderado de los hechos de los ultimos cinco minutos

2. Posturas al Cierre de Negociacion

3. Volatilidad del ultimo hecho registrado durante la sesién de negociacion
4. Precio Tedrico (Skew de Volatilidad Tedrico)

5. Volatilidad del dia inmediato anterior

El resultado obtenido de acuerdo a los incisos anteriores sera ajustado empleando la
metodologia de Heston.

En las opciones, los puntos del tres a cinco, usan la volatilidad mencionada para calcular

el precio de liquidacién tedrico a través de aplicar el modelo de valuacion binomial para
opciones americanas o el método Black 76.

Modelo Black 76

Como se ha mencionado anteriormente, el modelo Black & Scholes asume qur todos los
factores que intervienen en el valore tedrico de un activo son conocidos a excepcién de la
volatilidad. El modelo para valuaciéon de opciones Black 76 viene dado por:

C=e"[F®(—d)+ K®(—dy)] y P=e¢"[—F®(—d)) + K& (—dy)]
donde:
[ £]+%E
dy = % y dy = dy — U\/Y_f
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C: Valor tedrico de una opcion call

P: Valor tedrico de una opcién put

F: Precio del subyacente

K: Precio de ejercicio de la opcién

t: Tiempo a vencimiento, en anos

o: Volatilidad implicita del subyacente

I Tasa de interés al plazo de vencimiento

Ademas, el sistema que se encarga de la valuaciéon, considera:
SiC < F— K entonces C =F — K
Si P< F— K entonces P=F — K

Si el valor tedrico es inferior al valor intrinseco de la opcidén, se considera este tultimo por
ser opciones americanas.

Modelo Binomial

El modelo de valuacién binomial? es un modelo de tiempo discreto para la valuacién de
opciones. La principal caracteristica de este modelo es que converge al modelo de Black
Scholes.

estd dado por:

O = e r TS0 () (1= p)" mix {0, ubdF, — K)

Pt(") = ¢ (Tt Y oreo (Z)pk (1-— p)"_k max {O, K — ukdn_kFt}

donde:

o er(T—t)/ng
- u—d

2Cox, J. C., Ross, S. A. y Rubinstein, M. (1979). Option Pricing: A Simplifieid Approach. Journal of
Financial Economics. 7, 3, pp. 229-263.
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u= e’V (T—t)/n
d = e_o V (T_t)/n

C: Valor tedrico de una opcion call

P: Valor tedrico de una opcién put

F: Precio del subyacente

K: Precio de ejercicio de la opcion

T: Tiempo a vencimiento, en anos

t: Tiempo actual

o Volatilidad implicita del subyacente

I Tasa de interés al plazo de vencimiento

Ademas, el sistema que se encarga de la valuacion, considera:
SiC'< F— K entonces C = F — K
Si P<F— K entonces P=F — K

Si el valor tedrico es inferior al valor intrinseco de la opcidn, se considera este tltimo por
ser opciones americanas.

2.3. Asigna, Compensacion y Liquidacién

Los mercados de derivados organizados cuentan con una Camara de Compensacion, cuya
funcion principal es garantizar el cumplimiento de las obligaciones financieras que se
generan por las operaciones de productos derivados. Asi, se elimina el riesgo crédito
que puede haber por incumplimiento de alguna de las partes. Asigna, Compensacion y
Liquidacién es la Camara de Compensacién y Liquidacion de MexDer.

Asigna es un Fideicomiso® de administracién y pago constituido en 1998 en BBVA Ban-

3Figura juridica que ampara la entrega de determinados bienes por parte de una persona fisica o
moral (el fideicomitente) a una institucién que garantice su adecuada administracién y conservacién (el
fiduciario) y cuyos beneficios serdn recibidos por la persona que se designe (el fideicomisario) en las
condiciones y términos establecidos en el contrato de fideicomiso.
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comer, con el objeto de compensar y liquidar las operaciones de productos derivados
realizadas en MexDer. Sus fideicomitentes son los principales Grupos Financieros del
pais; Banamex Citigroup, BBVA Bancomer, JP Morgan, Santander-Serfin, Scotiabank
Inverlat, asi como el Instituto para el Depdsito de Valores S.D. Indeval.

Como contraparte (es decir, es comprador del vendedor y vendedor del comprador) de
todos los contratos operados en MexDer, Asigna lleva acabo actividades dirigidas a man-
tener la integridad financiera y operativa de sus Intermediarios, Clientes y de si misma.

Las primeras actividades de control de riesgos estan encaminadas a evitar la concentracién

de posiciones abiertas que lleguen a ser de alto riesgo para el mercado en su conjunto.
En este sentido las principales actividades que se desarrollan son las siguientes:

e Monitoreo permanente del comportamiento del mercado

Monitoreo de las posiciones abiertas y posiciones limite

e Supervision de los procesos de liquidacién diaria y al vencimiento de los contratos

Vigilancia del cumplimiento de manuales y reglamentos internos

Observacién de los parametros operativos

Como una medida de prevencién de quebrantos de Intermediarios y Clientes, se lleva a
cabo una evaluacion de riesgo al que se exponen. Para realizar esta actividad, Asigna
desarrolla entre otras, las siguientes actividades:

e Monitorea en tiempo real las posiciones de sus Operadores y Clientes, asi como la
suficiencia de recursos.

e Realiza simulaciones con movimientos extremos de precios para cada cuenta abierta
en el mercado.

e Establece alarmas sobre la insuficiencia de recursos con el fin de requerir recursos
de manera oportuna.

e Detona una Liquidacion Extraordinaria, en caso de que las Aportaciones Iniciales
Minimas sean insuficientes.

Asigna desarrolla una serie de actividades encaminadas a la implementacién y desarrollo
de metodologias que permiten estimar parametros de riesgo, con el objeto de mantener
la integridad financiera del mercado. Entre otras actividades desarrolladas, sobresalen las
siguientes:
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e Determinar las Aportaciones Iniciales Minimas (AIM’s) aplicables a cada uno de
los Contratos de Futuros negociados en MexDer.

e Evaluar y determinar los descuentos (haircuts) que deben aplicar a los valores
constituidos como AIM’s.

e Monitorear a tiempo real la suficiencia de las AIM’s.

2.4. Volatilidad

La volatilidad forma parte fundamental en la valuacién de contratos de derivados, como
ya se ha visto. Una definicién desde el punto de vista econémico es dada por Bahi (2007):
una medida de la intensidad de los cambios aleatorios o impredecibles en la rentabilidad
o en el precio de un valor. Graficamente se asocia la volatilidad con la amplitud de las
fluctuaciones del rendimiento en torno a su valor medio. En términos estadisticos, la
volatilidad es la desviacion estandar, es decir, una medida de dispersion lineal que mide
la frecuencia y magnitud con la que un activo se desvia de su comportamiento habitual
(media).

2.4.1. Propiedades de la volatilidad

Existencia de clusters. La volatilidad tiende a aparecer agrupada por periodos. Esto
es, si se observa volatilidad baja, se espera que se mantega por un periodo de tiem-
po. De manera semejante, si se tiene volatilidad elevada, esta se mantendra durante un
periodo. Este comportamiento ha sido reportado en numeroso estudios, como Baillie et
al. (1996),Chou (1988) y Schwert (1989) segin indican Casas y Cepeda (2008).

Reversion a la media. Debido a la existencia de cluster, la volatilidad baja si es alta
y sube si es baja regresando a un nivel medio eventualmente.

Discontinuidades de saltos en los precios. En un periodo especifico se produce alta
volatilidad.

Asimetria. La volatilidad puede ser afectada de forma diferente segtin se tengan buenas
o malas noticias en el mercado. Una mala noticia tendrd mayores repercuciones que una
buena noticia.

Influencia de variables exdgenas. Los precios de los activos se ven influenciados por la
actividad econdémica, esto indica que hay variables exdgenas que afectan los rendimientos
de los activos. Aunado a ello, las mismas series de diversos mercados se ven afectadas
por cambios bruscos en alguno de ellos.
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Exceso curtosis. La distribuciéon de los rendimientos presenta gran aglomeracién en la
media de la distribucién, esto es, los rendimientos presentan distribuciones leptoctrticas®.

2.4.2. Tipos de volatilidad

Al hablar de volatilidad, se deben considerar tres tipos: historica, implicita y futura.

Volatilidad histdrica

Lamothe (2003) la define como la volatilidad de un subyacente calculada segin series
histéricas de precios. Refleja el comportamiento del precio de algiin subyacente en el
pasado, esto es, es la volatilidad realizada. Depende del periodo de tiempo que se con-
sidere; asi, no es lo mismo hablar de la volatilidad durante los iltimos cinco meses a la de
los ultimos cinco anos. Ademas, depende también de qué precios se utilicen para calcu-
larla: de cierre, apertura o de algtin intervalo de tiempo. Los principales métodos para el
calculo son considerar precios de cierre y con base en los precios maximos y minimos de
diferentes sesiones de negociacién. El primer enfoque es el mas usado por la simplicidad
de caculos. Sin embargo, sin importar que periodo de tiempo se use, mantedra valores
parecidos y la misma tendencia.

Volatilidad implicita

Surgié con el modelo de valuaciéon de opciones de Black y Scholes. Se define como: la
volatilidad que incorpora el precio de una opcién en el mercado, siendo conocidos el
resto de factores que intervienen en el calculo del valor tedrico (precio del subyacente,
precio de ejercicio, tiempo a vencimiento, dividendos y tasa de interés). Es claro que la
volatilidad implicita no es unica, ya que depende del precio de ejercicio, el cual cambia de
un momento a otro y del modelo de valuacién usado (se debe estar seguro que el modelo
usado es el que se usa en la mayoria de los mercados).

En los tultimos anos ha sido mayor el uso de esta volatilidad, sin embargo, al ser calculada
a partir de modelos de valuacion, requiere que los contratos de opcion esten cotizados en
mercados organizados o mercados OT'C. De no ser asi, se corre el riesgo de no contar con
la informacion necesaria o que sea restringida al piiblico en general.

4Curtosis mayor a tres, mayor a la de una distribucién normal.
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Volatilidad futura

Es la volatilidad que se presume se presentara en el futuro, la que los inversionistas desean
saber. Este tipo de volatilidad no es manejable, ni conocida. Esta volatilidad es la que se
intenta pronosticar con modelos econométricos, modelos de series de tiempo clésicas (de
Box-Jenkins) y, recientemente, modelos de la familia GARCH y de volatilidad estocésica.
Estas dos tltimas familias han mostrado un mejor desempeno por considerar a la varianza
heterocedéstica.

2.5. Indices de Volatilidad

De entre los tipos de volatilidad, como ya se menciond, en los tltimos anos, la volatilidad
implicita ha tomado gran relevancia y ha sido de gran ultilidad. Debido a esto, ha dejado
de tomarse solo como un indicador de riesgo: han surgido indicadores y productos deriva-
dos referenciados a ella. Debe mencionarse, que desde que se cotizan opciones (1973) han
habido intentos por generar indicadores de volatilidad; como ejemplos se pueden men-
cionar Gastineau (1977), Cox y Rubinstein (1985) y Brenner y Galai (1989). Sin embargo,
fue hasta 1993, que el Chicago Board Options Exchange (CBOE) comenzé a calcular y
publicar un indice de volatilidad: el Volatility Index (VIX) con las opciones del Standar
& Poor’s 100 (S&P 100). En septiembre de 2003, E1 CBOE cambia la metodologia de
caclulo del VIX: utiliza como referencia el S&P 500 y considera precios de ejercicio out
of the money en lugar de solo at the money y deja de utilizar el modelo Black & Scholes
para la valuacion con el fin de reflejar nuevas tendencias tedricas y practicas acerca de la
volatilidad y su negociacién, Rubio y Marrero (2004)).

El CBOE, ademas del VIX, ha puesto en el mercado otros indices de volatilidad. El
VXN: indice de volatilidad con las opciones del NASDAQ-100, desde febrero de 2001. A
partir de septiembre de 2003, el calculo del VXN se hace con la metodologia usada para
calcular el VIX. Otro indicador es el VXD: Indice de volatilidad sobre las opciones del
Dow Jones®.

A partir de 2004, el CBOE lista contratos de futuros sobre el VIX y a partir de 2006,
contratos de opciones sobre el mismo indice.

Un ano después del lanzamiento del VIX, en 1994, la bolsa de derivados alemana,
Deutsche Borse publica su propio indice de volatilidad llamado VDAX (Volatility Deutsch-
er Aktienindex), sobre los contratos de opciones del DAX®® (Deutscher Aktienindex). En
abril de 2005, Deutsche Borse cambia la metodologia para el calculo del VDAX y al nuevo
indice le llama VDAX®-NEW. Las diferencias son: el uso de los precios out of the money,

SPara ver més fndices visitar la pagina http://www.cboe.com/.
Indice birsatil de la Bolsa de Francfurt, Alemania. También conocido como DAX 30.
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como lo hace el VIX, no usa un modelo de valuacion de opciones y disminuye el periodo
de referencia de 45 a 30 dias naturales.

Otros mercados de derivados no se han quedado atréas en el lanzamiento de esta clase de
indicadores, como ejemplo, se tiene el EUREX” con el VSTOXX® y el VSMI®, la Bolsa
de Montreal con el MVX y el mercado francés con los indicadores VX1© y VX6©.

La principal utilidad de un indice de volatilidad radica en brindar los niveles de volatilidad
que espera el mercado. Con ello se pueden realizar mejores estrategias de cobertura y
llevar a cabo un mejor manejo de portafolios.

Aunque la metodologia utilizada es diferente para cada indice, la base es la misma y
consiste en ponderar la volatilidad implicita de alguna opcién u opciones cuyos precios
de ejercicio estan at the money o lo més cercano a esta posiciéon considerando el tipo
de opcion: call o put. Ademas, consideran la fecha de vencimiento. Han habido algunas
modificaciones como la hecha al VIX y al VDAX®-NEW, donde ya se usan precios out
of the money debido a que en los mercados dificilmente se llega a dar un precio at the
money.

2.5.1. Indice de Volatilidad México (VIMEX)

A partir de marzo de 2004, el Mercado Mexicano de Derivados (MexDer) genera el Indice
de Volatilidad México (VIMEX®) con base en los contratos de opciones sobre el Indice de
Precios y Cotizaciones (IPC®) de la Bolsa Mexicana de Valores, basado en la metodologfa
de Fleming et al. (1995), pero fue hasta 2006 cuando se publico.

Caracteristicas del VIMEX®

e Engloba la Volatilidad del Mercado Accionario Mexicano

e Calcula la Volatilidad Implicita a través de las Opciones del IPC® listadas en
MexDer

e El periodo de medicion de la Volatilidad del indice es constante. Mide la volatilidad
implicita en el corto plazo para 66 dias habiles de mercado (90 dias naturales).

Insumos para calcular el VIMEX®

e Volatilidades implicitas de las Opciones del IPC®.

"Europe’s Global Financial Marketplace.
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e Nivel de cierre del IPC® al momento de célculo.

e Vencimiento méas cercano y siguiente mas cercano listados en MexDer al momento
del célculo (dos precios de ejercicio por vencimiento).

e Dias de negociacién restantes para el vencimiento de las dos Opciones.

2.6. Modelos Autorregresivos de Varianza Condicional
Heterocedastica Generalizados (GARCH)

En este apartado, se tratan los modelos ARCH y como caso general los modelos GARCH.
Se revisan aspectos tedricos bésicos, incluyendo la definicién, primeros momentos, esti-
macién y pruebas de verificacién.

Como punto de partida se tiene el principio de las series de tiempo clésicas, esto es, se
considera que el proceso estocastico generador es estacionario. En este sentido, como es
dificil probar estacionariedad fuerte, solo se verifica para los primeros dos momentos:
media y varianza del proceso, lo cual se conoce como estacionariedad en sentido amplio

o débil, De™Arce (2004).

2.6.1. Modelo de Heterocedasticidad Condicional Autorregre-
sivo de Primer Orden (ARCH(1))

Engle (1982) introduce por primera vez modelos que consideran que la varianza evolu-
ciona a través del tiempo. Tales modelos poseen caracteristicas que los hacen capaces de
modelar los cambios de la volatilidad de un periodo a otro.

Si una variable aleatoria Y; tiene una funcién de densidad condicional f (y|y:—1), la
prediccién del valor actual ¢, depende del valor obtenido de la variable aleatoria Y en el
tiempo ¢ — 1. Asi mismo, la varianza condicional en el periodo ¢, Var (Y;|Y;—1), depende
del valor Y; 1, lo que implica que puede ser generada por una variable aleatoria. Esto
no lo consideran los modelos de series de tiempo clasicos®, donde se supone varianza o
homogénea.

Una alternativa para modelar la varianza condicional es hacerla depender de una funcién
de tal manera que la varianza es positiva, hy = h(et—1,€1—2, ..., €1—p, Qp, 1, . .., Q). Asi,
el modelo ARCH(1) introducido por Engle (1982) estd formado por dos ecuaciones: la

8En Box, G. E. P. y Jenkins, G. M. (1976). Time Series Analysis: Forecasting and Control. Rev. Ed.,
Hoden-Day, San Francisco y Hamilton, J. (1994). Time Series Analysis. Princeton University Press. se
tienen dos buenas referencias.
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primera donde la variable depende del valor de su varianza y un término aleatorio, vy,
la segunda, compuesta por un término constante, valor medio, y otro término que hace
depender la varianza del término observado un periodo anterior. Las ecuaciones estan

dadas de la forma:

Yy = Ethiﬂ

hy = 040+041?Jt2—1

con € ~ WN (0,1) °.

Si se agrega el supuesto de normalidad a Y;, entonces el modelo dado en (2.1) y

puede representar como:

Vi1 ~ N(0,h)
h = g+ iy,
donde €2, 1 es el conjunto de informacién hasta el tiempo ¢ — 1.

Notese que la esperanza y varianza no condicional, estan dadas por:

po= Ei {Yt} =Fi {Et—l [tht—l]} =0
o = Var (Yi) =Fi {Etfl [Y;Q|Qt71}} =F, {ht}
= ao+ar B {yl ) = a0+ Var {y,}

[\

Puesto que el proceso es estacionario en sentido débil (2.5) implica que:

(&%)

o =Var (V) =

]_—(1/1

Para los momentos condicionales, de (2.3), se observa que

(2.2) se

(2.4)

(2.5)

9Gin perdida de generalidad se supone varianza unitaria aunque puede suponerse varianza o2. La

notacion WN (M,UQ) especifica una secuencia de variables aleatorias iid con media p y varianza o<,

conocida como ruido blanco.
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E 1 {YQ1} = 0
Var (Yt) = Ly {Y?’Qt—l} =L {ht}

= ag+my;,
Con esto se establece las siguientes condiciones (Bahi (2007)):

1. 0 < ayg. Esto corresponde a la minima varianza condicional a ser observada.

2. 0 < ay < 1. Sino se cumple esto, el proceso no es estable ni estacionario.

Se han presentado resultados sobre los primeros dos momentos. Para los momentos de
orden mayor, al suponer distribucién normal, los momentos de orden impar, por simetria
son cero. Mientras que para los momentos de orden par, Engle (1982) prueba su existencia
y deriva un resultado para obtenerlos. Asi mismo, obtiene el cuarto momento, la curtosis,
el cual es importante para detectar si es plausible ajustar un modelo ARCH:

3a2 1—a? 1—a?
B, {v40,_ ) = 0 Ll = 3[Var(Y,)]? ——L
o Y1) [(1—041)2H 2} Var (¥.) 1 — 303

Como puede verse, la curtosis es 3 veces la varianza al cuadrado por un factor que excede
la unidad. En particular, si ¥; es normal como se ha supuesto, este resultado indica un
cuarto momento mayor al presentado por una distribucién normal, lo cual deriva en que
el proceso Y; acumula mayor densidad en sus colas. En particular, los momentos de cuarto
orden podrian no existir, lo que ocurriria si a; < \/m De este modo, puede probarse
que al aumentar el valor de aq, se van teniendo resultados de inexistencia de momentos
de orden par, (Novales y Gracia-Diez, 1993).

Con esto se ha mostrado que la varianza condicional varia en funcién de las realizaciones

del proceso hasta el tiempo t — 1. Ademas, la varianza del proceso Y; sigue un proceso
AR(1) condicional sobre los cuadrados del proceso.

2.6.2. Modelo ARCH(p)

El modelo ARCH(1) se puede generalizar si a la ecuacién (2.2) se le agregan términos
autorregresivos de mayor rezago, esto es:

hy = ag + alyfﬂ + 0423/?,2 4+ 4+ Oépytz,p (2.6)
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Como h; es una varianza, los coeficientes «; deben ser mayores a cero, tal como en el
caso particular del modelo ARCH(1). Un coeficiente ;; < 0 es evidencia de una mala
especificacion a pesar de ser compatible con h; > 0. Para obtener los momentos nétese
que sustituyendo (2.6) en (2.1), se tiene

Y = €t\/060 +onyp o +ooyi o+ Fapyt,

entonces, usando las propiedades de ¢;, los momentos condicionales son:

E {1} = Eiy {Et\/ao +oqyt g F ooyl + apytz—p}

= E_{a}Ei {\/Oéo +anyf g ooyl o+ O‘pyf—p}
=0
Var (Yi|Qu-1) = B {Y?2 |} = B {6 (o +ayp  +aoyp o+ + oyt ,) }
Ei 4 {€t2} Ei {(040 + Oélyt{l + 0429,:272 +o Tt Oépyt{p)}

= ap+ alyt2—1 + O‘2?Jt2—2 +eet O‘pyf—p

Por otro lado, los momentos no condicionales, estan dados por:

E . {Y\} = E {Et\/ao +onyp ooyl o4+ apyg—p}

= Ea{a} B {\/ao +onyi o+ ooyl o+ + Ofpyf—p}
=0
Var (Y;) = B {Y?} =B {e (o + oy + ooy o+ +apui )}
Ei {63} Ei {(Oéo +a1y; g F oy o+ F Oépytg_p)}
= wt+aB{y B {y )+ B {yf_p}
Qo

Var(Yi) = 1—(ar+as+-+ap) (2.7)

La ecuacién (2.7) indica que > 7 a; < 1. Ademas, el orden del proceso es un indicador
de la persistencia de la volatilidad; esto es, el orden del modelo es la cantidad de periodos
anteriores que influyen en la prediccion de la varianza. Esto trae como consecuencia un
agrupamiento de periodos de la volatilidad, esto es, valores altos de la volatilidad proceden
de valores igualmente altos y valores pequenos se siguen de valores pequenos.
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2.6.3. Modelo GARCH(p,q)

A pesar de que en la mayoria de las aplicaciones de los modelos ARCH, resultan de
orden menor a 2, hay aplicaciones donde se requiere un elevado niimero de retardos por
lo que se puede violar la restriccién de no negatividad, Peters (2001). Esto llevé a buscar
alternativas para reducir el nimero de parametros del modelo. Bollerslev (1986) propone
incluir resagos de la varianza, siguiendo los modelos clasicos de series de tiempo. Estos
modelos, llamados ARCH generalizados o GARCH, tienen la cualidad de reproducir la
volatilidad entre periodos como lo hacen los modelos ARCH con menos parametros, lo
cual los hace muy solicitados.

El modelo GARCH mas sencillo es el GARCH(1,1), el cual, siguiendo a Bollerslev (1986)*,
es dado por:

Y1 ~ N(0,h)
hy = oo+ 041%24 + Brhi—q

donde e ~ WN (0,1) y £ es el conjunto de informacién hasta el tiempo ¢ — 1.

De la ecuacién (2.9), se requiere que |3;] < 1 para conservar la estabilidad del modelo.
Ademaés, en aplicaciones, con frecuencia se obtiene que la suma a; + 3; es cercana a la
unidad, con lo que h; tiende a ser un proceso no estacionario''. Por otro lado, De™ Arce
(2004) senala que si se hace una serie de sustituciones recursivas en la ecuacién (2.9), la
varianza condicional puede ser escrita como una media ponderada del proceso Y7,

hy = ap+ Ofly?—l + Bihi—1
hio1 = ag+oy; o+ Bihio

he = ag+ary; + 5 (040 + oyl o+ ﬁlhtd)

o0

Qo i—1 2
= + « 5] Yi—i
1 . ﬁl 1 ; 1 t

10AT igual que Engle (1982), se sigue distribucién normal, pero bien se pueden suponer otras distribu-
ciones.
1T,0s procesos que cumplen a; + 81 = 1 son conocidos como GARCH integrados, IGARCH.
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Asi, se tiene que la varianza condicional esta compuesta por una media sumada a una
media ponderada decreciente de los valores del proceso, esto es equivalente a un proceso
ARCH(00), Esto es, el proceso GARCH, puede ser aproximado por un proceso ARCH
de orden p con p suficientemente grande.

La generalizacién a un modelo GARCH(p,q) se sigue de manera inmediata a partir de
la generalizacién del modelo ARCH(p). Formalmente, si Y; se obtiene de una funcién
de densidad condicional f (y;|Q;_1), la prediccién del valor actual ¢, depende del valor
obtenido de la informacion disponible hasta el tiempo ¢ — 1, incluyendo la informacion
de la varianza condicional. Un modelo que se adecua a esta variable aleatoria Y; es:

K‘Qt,1 ~ N (O, ht) (210)
P q
hy = ag+ Z iyl + Z Bihe—; (2.11)
i=1 j=1

donde p > 0,9 > 0,0 > 0,0, > 0,0 =1,...,p,3; 20,7 =1,...,q.

Obsérvese que los terminos del lado derecho de (2.11) indican la presencia de una media
constante, noticias de la volatilidad de p periodos previos (rezagos al cuadrado del proceso
Y;) y la prediccién de la varianza para los ultimos g periodos.

Nétese que la varianza no condicional del modelo GARCH(p,q) estd dada por!'?:

&%)

VCLT(Y;): 1—(O./l—|—042+""|‘Oép‘|‘ﬁl+62"'ﬁq)

(2.12)

Por lo tanto, se requiere una restriccion mas para los parametros, como se habia visto

para el caso GARCH(1,1):

p q
ZO&Z‘ + Zﬁj <1
i=1 j=1

Bajo el supuesto de normalidad, Bollerslev (1986) muestra un resultado que es la gen-
eralizacién del resultado de Engle (1982) para los momentos de orden 2n del proceso

GARCH(L,1).

Para un proceso GARCH(1,1), dado por las ecuaciones (2.8) y (2.9) una codicién nece-

12Siguiendo procedimientos analogos a la obtencién de la varianza condicional de un proceso ARCH(p).
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saria y suficiente para la existencia del momento 2n es:

3 (?) @l Bt < 1 (2.13)

i=1
donde:

i

aozl,aZ:H(Qz—l),zzl

7j=1
Por otro lado, el cuarto momento de un modelo GARCH(1,1), debe cumplir que
308 + 20,6, + B < 1, (2.14)

asi, el segundo y cuarto momentos estan dados por:

E {Yf} = O (1 — 1 — 51)71
E{Y/} = 303(1+ai+/)[(1—a1— ) (1B —2mp —3a3)]

Por lo tanto, el coeficiente de curtosis esta dado por:

1

(B (vt} =38 2] [B Y217 = 60 (1— 57 — 200 — 303)
y que, bajo la hipétesis dada en (2.14), es mayor a cero. Por lo tanto, asi como en el

proceso ARCH, un proceso GARCH es leptocturtico.

La representacién de un proceso GARCH(p,q) como un ARCH(p), suponiendo que las
raices del polinomio 1 — B (/) = 0 caen fuera del circulo unitario es como sigue:

he = op[l=p1 ' +a(B)[1-8(B)] "y

p -1 0o
= Qp [1 - Z Bi + Z (5iyt2_i
j=1

i=1

donde
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Oéi—i-Zﬁj&i,j, 221,,q
j=1

5i = n
Zﬁjéi_j, Z:q—|—1,
7j=1

y donde n = min {p,i — 1}. Si (1) [1 — 5 (1)]" < 1, entonces el proceso puede aprox-
imarse por un proceso ARCH(p), con p suficientemente grande como en el caso de un
GARCH(1,1). Pero el proceso GARCH es mas parsimonioso, Bollerslev (1986).

2.6.4. Otras distribuciones

Se ha mencionado que los procesos de la familia GARCH presentan colas méas pesadas que
las de una distribucion normal a pesar de suponer esta distribucién para el proceso de er-
rores. En aplicaciones no se habla del supuesto de normalidad mas alla del analisis previo;
mas bien, se considera la convergencia a la normalidad debido al tamano de la muestra,
tal como la que presenta Lopez-Herrera (2004) respecto al IPC®, quien da bandas de
confianza para las autocorrelaciones considerando un valor de 2 y no 1.96 correspon-
diente a la distribucion normal. Frecuentemente, los modelos GARCH con distribucién
normal no capturan de manera adecuada esta propiedad sobre las colas, por lo que es
inmediato sugerir el uso de otras distribuciones. Bollerslev (1987), Baillie y Bollerslev
(1989), Kaiser (1996) y Beine et al. (2002) entre otros usan la distribucién ¢ de Student;
mientras Nelson (1991) y Kaiser (1996) sugieren la distribucién de errores generalizada
(GED, por sus siglas en inglés), Peters (2001) propone el uso de una distribucién ¢ de
Student sesgada. Existen otros desarrollos que incluyen mezclas de distribuciones, pero
no seran tratados en este trabajo.

Distribucion ¢ de Student

Si una variable aleatoria Y tiene distribucion condicional ¢ de Student con v grados de
libertad, entonces la densidad de Y esta dada por:

lw+1)/2 1 |

fY <y|Qt—1> - F(U/Q) (U—2)7T<1+y2/[(’0—2)])(v+1)/2

Conye Ry (z)= [t tetdt.
0

Se sabe que la dsitribucién es simétrica alrededor de cero y su varianza es h;. Otro
momento de interés es la curtosis, que viene dada por 3 (v — 2) (v — 4) ™" h2. Otro aspecto
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relevante es que si 1/v — 0 la dsitribucién t se aproxima a la distribucién normal.
Mientras, si 1/v > 0 la dsitribucién t tiene colas mas pesadas que las correspondientes a
una normal.

Distribucion de Errores Generalizada

Si Y es una variable aleatoria con distribucién de errores generalizada estandar, es decir,
media cero y varianza uno con -co < y < ooy 0 < v < 00, entonces la densidad de Y
estd dada por:

_vexp [—5[y/A"]
W) = =amimr (1)

con A = [27%*T (1/v) /T (3/v)] 2 y I'(+) es la funciéon gamma definida anteriormente.

v es el parametro de espesor de las colas. Es de mencionarse que cuando v = 2, se tiene
una distribucién normal. Si v < 2, la distribucién tiene colas mas pesadas que la normal
y si v > 2, las colas son mas ligeras. Cuando v — o0, se tiene una distribucién uniforme

en [~v3,3)].

2.6.5. Modelos con media ;; como funcion del tiempo

Hasta el momento, se han tratado modelos tinicamente para la varianza de una serie de
tiempo. Esto es, se ha partido del supuesto dado por (2.1). Ahora se abordardn modelos
con media gy como funcién del tiempo. Francq y Zakoian (2004) comentan: incluso en las
series financieras parece muy restrictivo asumir que un proceso observado es un proceso
ARCH o GARCH como los de Engle y Bollerslev. Permitir una parte ARMA del modelo
extiende considerablemente el rango de aplicacién, pero esto también atrae dificultades
técnicas serias.

Desde la aparicién de los modelos de la familia GARCH, al detectar posibles autocorrela-
ciones en la media y que esta depende del tiempo, se ha propuesto agregar una ecuacion
para modelarla. Un ejemplo de ello es el trabajo de Pantula (1988), donde deriva la dis-
tribucién asintética del estimador de minimos cuadrados de un modelo AR(p) con una
raiz unitaria y con errores que siguen un proceso ARCH de primer orden. La mayoria
de las investigaciones se han centrado en series de tiempo no estacionarias que siguen
un proceso de perturbacién tipo GARCH, Ling y Li (1997). Estos cubren los procesos
estacionarios, que son los considerados en este trabajo.

Francq y Zakoian (2004) definen un modelo ARMA(P,Q)-GARCH(p,q) estacionario co-
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mo:

P Q
}/t — U = Zai ()/t—z — ,u) — ijﬁt_j + e (215)
i=1 j=1
€ = Ethz/Q
p q
he = oo+ Y ouel i+ Y Bl (2.16)
i=1 Jj=1

donde Y;,t = 1,...,n es la serie observada estacionaria con ¢ ~ WN (0,1) y p > 0,q >
0,00 >0,0, >0,0=1,...,p,68; 20,5 =1,...,q.

Las principales investigaciones sobre estos modelos se centran en los métodos de esti-
macién y propiedades de los estimadores, en especifico la convergenca a la normalidad
de los estimadores. Los métodos de estimacion se tratan en secciones posteriores.

2.6.6. Modelos de Regresion con Errores GARCH

Otra clase de modelos importante donde se puede asumir la presencia de errores bajo un
proceso GARCH son los de regresion. La mayoria de las aplicaciones donde se presenta

es en series econémicas, donde las variables son llamadas exégenas y endégenas'.

Asumir que un modelo de regresién no cumple con los supuestos del teorema de Gauss-
Markov es cotidiano en las aplicaciones. Si no se cumplen los supuestos sobre los residuales
(varianza constante y no correlacionados entre ellos) una solucién factible es suponer que
las perturbaciones aleatorias siguen un proceso GARCH. Un ejemplo de esto se obtiene en
los modelos econométricos, donde se incluyen variables dependientes rezagadas (variables
endégenas). Desde que Engle (1982) y Bollerslev (1986) propusieron los modelos ARCH y
GARCH, respectivamente; plantean la solucién a este problema a través de sus modelos.
Se toma la idea de Bollerslev, ya que generaliza lo propuesto por Engle. Formalmente, sea
z = (1, € 1,62, ... ,effp, he1,..., ht,p), w' = (g, Q2 ...,0qq,01,...,0), 0 = (G, w)
y asumiendo que la media de un proceso Y; esta dada por X;3, con X; una matriz
compuesta de variables enddogenas y exodgenas incluidas en el conjunto de informacién
Q1 y B un vector de pardametros no conocidos se tiene que un modelo de regresién con
errores distribuidos como un proceso GARCH esta dado por:

13Para lectores poco familiarizados, una buena referencia es Gujarati, D. (2003). Econometrfa, 4°
Edicién. McGraw-Hill, México, D.F.
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Vi1 ~ N (Xif3, he)
hy = zw (2.17)
yr — Xif3

€t

Estos modelos no se trataran en los siguientes apartados de este capitulo, pero son gen-
eralizaciones de los resultados presentados. Solo se mencionan algunos aspectos, en par-
ticular, en el caso de estimacion. Una interpretacion de esta clase de modelos es que son
una aproximacion a los modelos que no tienen errores correlacionados. Esto es, la exis-
tencia de efectos GARCH puede ser interpretada como evidencia de variables omitidas
y cambios estructurales; aunque incorporar las variables omitidas al anélisis seria mejor
que modelar una regresion GARCH o una regresion con suposiciones estandar.

En cuanto a la estimacion, si la fucion h; puede factorizarse como
_ 2 2 2
he=he (L1 € o, 6y hur, o hyp) hx (1, .. 2p)

Se puede hacer la estimacién de los datos corrigiéndolos por las variables contenidas en
la matriz X; y después ajustar el modelo GARCH a los datos transformados. Este tema
se retoma posteriormente.

2.6.7. Identificacion del modelo

En esta seccion se presentan algunos métodos para diagnosticar efectos GARCH en el
analisis de series de tiempo. Unos tienen soporte tedrico y otros son derivados de aplica-
ciones practicas.

Estacionariedad

El primer paso es inspeccionar la grafica de la serie. Aunado a ello, si es del area financiera,
se debe sospechar que la serie presenta perturbaciones La figura 2.6 corresponde al
(IPC®) durante el periodo del 19 de abril de 1990 al 10 de febrero de 2003. Se observan
severos cambios en los valores del IPC®, sobre todo en el tltimo tercio de la muestra, lo
cual podria ser evidencia de efecto GARCH.

De la figura 2.6, es claro que la serie no es estacionaria, por tanto habra que transformala
a una estacionaria. Para ello existen diferentes formas: rendimientos simples, rendimien-
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Figura 2.6: Gréfica del IPC® en el periodo del 19 de abril de 1990 al 10 de febrero de
2003.

tos logaritmicos'® o diferenciacién de una serie. Sin embargo, hay ocasiones en que no
es tan claro si la serie es o no estacionaria y se requiere un procedimiento analitico para
verificarlo. En series de tiempo clésicas se tiene la prueba de Dickey-Fuller probando la
existencia de raices unitarias, pero dicha prueba no funciona en presencia de autocor-
relacion; asi, se propuso la prueba de Dickey-Fuller aumentada.

Prueba de Dickey Fuller Aumentada

Asuma que se tiene una serie de rendimientos logaritmicos, denotada por Y; y se quiere
ver si los cambios en la serie siguen una caminata aleatoria, una caminta aleatoria con
cambio o una caminata aleatoria con cambio y tendencia. Esto es, se quiere verificar si
la serie es estacionaria. La prueba se basa en la existencia de raices unitarias.

Para probar la existencia de una raiz unitaria, se puede probar la hipétesis Hy : 3 =0
vs H, : # <0 con 3 obtenido de la regresién:

p—1

Ay = ¢t + Byp—1 + Z Oily_; + e (2.18)

i=1

estimada por minimos cuadrados ordinarios y con Ay;_; = y;—; — ys—i—1. Usualmente,

14En secciones posteriores se detalla la obtencion de de rendimientos.
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1/3

p=[mazent (y — 1)]/°. El estadistico de prueba es:

_ _B
ADF = ~a(7)

Notese que la prueba consiste en verificar la significancia de  en una regresion usual.
El término ¢; puede ser una funcién del tiempo o una constante. Es comuin hacer tres
pruebas dado el parametro ¢;:

C; — 0
Gt = C
¢ = c+aoat

Los términos Ay;_; v ¢; ayudan a eliminar la autocorrelacién.

La aplicacion de la prueba es como sigue: verificar si hay tedencia lineal, posteriormente
si hay tendencia con cambio y, finalmente, sin tendencia y sin cambio.

Si en (2.18) no se escribe la sumatoria se tiene la prueba Dickey-Fuller. Existen otras
pruebas para verificar la existencia de raices unitarias, entre las mas conocidas estan la
prueba de Phillips-Perron'® y la prueba KPSS'. La figura 2.7 muestra una tipica serie
estacionaria de un proceso GARCH.

Especificacion de la media del proceso

Una vez que se tiene una serie estacionaria, se debe ajustar un modelo de series de tiempo
a la media del proceso. Para ello, se hace uso de la metodologia de Box y Jenkins. Debe
mencionarse que la seleccion del modelo se estila hacer a través del Criterio de Informacién
Bayesiana (BIC) o Criterio de Informacién de Akaike (AIC); los cuales estan dados por:

AIC = —2In(L)+ 2k
BIC = —2In(L)+kIn(T)

15Perron, P. (1988). Trends and random walks in macroeconomic time series. Journal of Economic
Dynamics and Control 12, 297-332.

6K wiatkowski, D., Phillips, P. C. B., Schmidt, P. yShin, Y. (1992). Testing the null hypothesis of
stationarity against the alternative of a unit root. Journal of Econometrics 54, 159-178.
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Gréfica de un Proceso ARCH(2)
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Figura 2.7: Grafica de un proceso ARCH(2).

De entre estos criterios, es preferible el uso del BIC debido a que es asintéticamente mejor
que el AIC y converge al modelo verdadero.

Especificacién de la varianza del proceso

Una vez encontrado un posible modelo para la media, se deben obtener las estadisticas
descriptivas de los errores obtenidos con tal modelo que caracterizan un modelo GARCH:
media, varianza, asimetria, curtosis y prueba de normalidad, entre otras.

El uso de un histograma junto con la grafica de la distribucién normal correspondiente
es bastante 1til para decidir sobre la distribucion de la nueva serie que se puede llamar
residuales de la media.

Prueba de normalidad de Jarque-Bera

Las caracteristicas que debe tener la serie para decidir si tiene efecto GARCH son lig-
era asimetria y alta curtosis. Basdndose en estos dos momentos, Jarque y Bera (1980)
proponen una prueba que determina si los residuales ¢; en una serie son normales, in-
dependientes e identicamente distribuidos. Dicha prueba es caso general de la conocida
prueba de Jarque-Bera para probar normalidad. La prueba se basa en considerar la fa-
milia de distribuciones de Pearson, que incluye como casos particulares a la normal, beta,
gamma, entre otras, dada por:

39



2.6. Modelos Autorregresivos de Varianza Condicional Heterocedastica
Generalizados (GARCH)

g (&) o< exp {/ (c1 =€)/ (co — cres + c2€) det}

Si ¢; = ¢ = 0, entonces

exp/ [(cl —€&)/ (co — 16 + cgef)} de, = exp/ [—€1/col dey
= exp (—€/2c) (2.19)

Por tanto, (2.19) es una distribucién normal con media cero y varianza c.

Asi, haciendo 6 = (01,03), con 0y = (cq) y 62 = (c1,c2), se puede plantear el juego de
hipétesis Hy : 0 = 0 vs H1 : 05 # 0. Haciendo uso del procedimiento de Multiplicadores
de Lagrange, se puede demostrar que el estadistico de prueba

Th, T (by —3)*
1 (by —3)

B —
J 6 24

2
~ X2

_ =2/23 = /=2 = _ 17 g : ot
Con by = €/&, by = €/€, € = ~ >, €. Los terminos en el estadistico .JB son los
cuadrados de la curtosis y asimetria muestral estandarizados, respectivamente. Cada uno
de ellos con distribucién x?.

Debe hacerse notar que esta prueba estd basada suponiendo los residuales conocidos;
sin embargo, se puede mostrar que si se usan los residuales de un modelo ajustado
por minimos cuadrados ordinarios, las propiedades asintéticas de la prueba no se ven
afectadas. Asi, se rechaza que los residuales provengan de una distribucién normal si
JB > X%;a‘ Si se rechaza la prueba de normalidad, entonces se da por hecho que la
curtosis o la asimetria son mayores a las de una distribucion normal estandar. Por tal
motivo es factible el uso de modelos GARCH para modelar la varianza del proceso.

Orden del modelo GARCH

Considere la siguiente especificacion que considera los errores de un proceso como una
especificacién GARCH dado por la ecuacién (2.16): v; = e?—h,, donde se puede demostrar
que v; es una sucesion de ruido blanco. Haciendo sustituciones, se tiene:

q
Z:lﬁjhtfj

p
6% :Ut+ht :Ut—i-ozo—i-z:aief,i—l-
=1 j=

1
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p
= v+ o+ 2 el + 0 By (el — i)

q
=1 7=1

p q q
= v+ g+ Y ep 4+ > Bied = > Bive
i—1 j=1 j=1

q

(Oéi + ﬁl) 6?_2- + Z ﬁjvt,j -+ V¢
i=1 =1

NgE

Asi, es claro que los errores que siguen un proceso GARCH(p,q) tiene una representacién
ARMA(m,q), con m = max {p, q}; de manera mas general, si ¥; es un proceso GARCH,
entonces puede ser representado como un modelo ARMA (m,q). Por tanto, como sug-
iere Bollerslev (1986), para identificar el orden de un modelo GARCH, se pueden usar las
funciones de autocorrelacion y autocorrelaciéon parcial. Aunque en la practica y recordan-
do que un proceso ARCH(p), cuando p es suficientemente grande, puede representarse
como un proceso GARCH(1,1). Los modelos mds usados son los GARCH(1,1) hasta
GARCH(3,3).

Al igual que en el modelo para la media, la seleccién del modelo para la varianza se hace
mediante los criterios bayesiano y de Akaike. Sin embargo, también puede ser a través de
los diagnosticos de predicciéon. Para ello, primero se debe decidir que metodologia usar;
primero, la muestra se divide en dos periodos: para estimacion de r observaciones y para
prediccién, n — r observaciones.

1. Esquema recursivo. Se estima el modelo con la muestra de estimacion y se predice
la observacién r + 1. Se agrega la observacion r + 1 a la muestra de estimacion y
se estima el modelo nuevamente. Este procedimiento se repite hasta que se estima
el modelo con las n observaciones.

2. Esquema rodante. Se estima el modelo con las primeras r observaciones y se predice
la observacion r + 1. Se estima nuevamente el modelo agregando la observacion
r+ 1y quitando la observacion 1. Con este nuevo modelo, se produce la prediccion
r 4 2. Se agrega esta observacion, se elimina la observacion 2 y se estima el modelo
nuevamente. El modelo se estima en cada uno de los periodos de prediccion con el
tamano de muestra 7.

3. Esquema fijo. En este esquema se ajusta el modelo con la muestra de estimacién
y con este modelo se predice todo el periodo de prediccion. La observacion del
periodo r 4 1 solo sirve para actualizar el conjunto de informacién y la predicciéon
de la observacién r 4 2, pero no para la estimacion del modelo.

Es claro que cada esquema tiene ventajas y desventajas. La principal ventaja del esquema
recursivo es que incorpora toda la informacion disponible en la prediccion de un periodo,
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pero tiene la desventaja de que si la serie tiene cambios estructurales, la estabilidad
del modelo esta en peligro. El esquema rodante tiene la ventaja de ser mas robusto a
cambios estructurales, pero tiene el problema de inestabilidad. Por 1ltimo el esquema fijo
es mas rapido y conveniente por solo ajustar un modelo, el detalle es que no permite la
actualizacién de los parametros.

Verificacién de supuestos

Para verificar el supuesto sobre los residuales del proceso GARCH (¢, ~ WN(0, 1)), basta
con calcular los estadisticos de la media y varianza. Pueden hacerse pruebas de hipdtesis
convencionales sobre estos parametros, pero solo como referencia porque no se cumplen
los supuestos de las pruebas. Ademas, una grafica de las autocorrelaciones parciales de
los residuales mostraria la independencia.

2.6.8. Estimacion
Modelos GARCH(p,q) con distribucién normal

Se ha mencionado como seleccionar el modelo, pero no como se efectua la estimacion.
En esta seccion se trata este tépico. Para ello, se toma el modelo GARCH, dado que el
modelo ARCH es un caso particular de este modelo. Aunado a ello, se toma el método
de Quasi-Méxima Verosimilitud!” para la estimacion.

Considere el proceso definido por las ecuaciones dadas en (2.10) y (2.11). La funcién de
densidad condicionada para cada t esta dada por:

2
f (Wil Q4-1) = 5 exp {_QyTtt}

En virtud que las observaciones condicionales son independientes unas de otras, se tiene
que la funcion de verosimilitud estd dada por:

n n 2 n 2
L (QSQMt—l) = tl:[1f<yt’9t71) = tl:ll \/ﬁexp{—%} = ﬁeXp {—;22”—;;}

17 Bollerslev, T. y Wooldrige,J.M. (1992). Quasi maximun likelihood estimation and inference in
dynamic models with time varying covariances. Econometric Reviews, 11, pp 143-172 son los primeros
en mostrar que estos estimadores son consistentes y eficientes sin importar la distribucién asociada a la
perturbacién aleatoria del modelo.
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Sguiendo los pasos de Engle y Bollerslev, considere [ como el promedio del logaritmo de
la Quasi-Verosimilitud y /; como el logaritmo de la Quasi-Verosimilitud:

n

1
| = Eth (2.20)
t=1

1 1 1
i = -5 log 27 — 5 log h; — §yt2/ht (2.21)

Para estimar el vector de pardmetros a, donde h; = f («), se deben encontrar la primera
y segunda derivadas de la funcién [, vector gradiente y matriz hessiana, respectivamente.

Ast;

O 10k it oh
da 2h; 0 2h? Oa
_ L O .%2
= oo {—t 1 (2.22)
Pl 1 y;oh Ol y_f_l 1 Ok 1 Oh, Oh,
dada/  2hy h? Oa O/ hy 2h; Oado!  2hy Oa O

_ _ L 4 OhOh [9_3_1] Ohs { ! aht] (2.23)

2h7 hy Do O | Iy da’ | 2h, O

La expresion en (2.11), se puede expresar en notacién matricial como h; = z,« haciendo

2t = (]-7y132—17y1€2—2)"'7y1€2—p7ht—17ht—2a"'7ht—q) y g, - (OZOaOéh"'aOépaﬁlaﬁQa"'76(1) .
Asi,

Zﬁ] aht . (2.24)

Para hacer la maximizacién de la ecuacién (2.20), se usa el algoritmo Berndt, Hall, Hall
Y Hausman'®; debido a que aparecen términos recursivos y es el algoritmo que mejor se
adapta a la maximizacion. Para ello, se necesitan la matriz de informacién, la cual esta
dada por el valor negativo de la esperanza de la matriz hessiana. Para ello nétese que:

2] _ 2]
L |:Z_t:| = The he

18Berndt, E., Hall, B., Hall, R. y J. Hausman. (1974). Estimation and inference in nonlinear structural
models. Annals of Economic and Social Measurement, 3. pp 653-665.
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Por lo tanto,

et ] 1 onon
dada’ | T 2R? da O/

De esta manera, el algoritmo de estimacién viene dado por:

S

o2 T ol
~ . ,
Qi =Q; + A 2680/ >
=1 = |5 t=1

=i

donde A; es un parametro de salto. En el algoritmo usado, se obtiene a partir de una
regresion de unos sobre la matriz 0l; /0.

El modelo ARCH(p) es un caso particular del proceso de estimacién anterior. En el
caso de este modelo, se tiene que el vector gradiente y la matriz hessiana estan dadas
por las ecuaciones (2.22) y (2.23), pero en (2.23) no aparece el término recursivo y

Z = (1, yf_l, yf_Q, o ,yf_p); por lo tanto pueden ser escritas como:
o _ 1w
3@ 2ht_t ht
Ol 1
iy ) -

El algoritmo utilizado para estimar el modelo ARCH es el algoritmo scoring de Fisher:

Notese que la diferencia en el algoritmo de estimacién es la exclusion del término A;.
Modelos ARMA (P,Q)-GARCH(p,q)

Se ha mencionado que suponer que los errores de un proceso ARMA siguen un proceso
GARCH, generaliza el rango de aplicacién; sin embargo, no son generalizaciones inmedi-
atas, como demuestran Francq y Zakoian (2004). El método de estimacion de un proceso
ARMA-GARCH es mediante Quasi-Maxima Verosimilitud, semejante al caso GARCH.

El logaritmo de la funcién de Quasi Verosimilitud es la misma que aparece en (2.21), salvo

que el vector de pardmetros ahora sera denotado por ¥ = (a1, ag, ..., ap, by, by, ..., bg, ).
Es claro que el modelo GARCH se ajusta a los residuales de la parte ARMA, dados por:
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P Q
=Y, —pu—> a;(Yiei —p) + > bjer;
izl

=1

Para la especificacion de los valores iniciales ver Francq y Zakoian (2004).

Modelos GARCH con distribucién no normal

En secciones previas, se mencioné el uso de otras distribuciones para modelar un proceso
GARCH. En esta seccion se dan las funciones de verosimilitud para las distribuciones
mencionadas. El proceso para estimar los parametros es el mismo como en el caso de la
distribucion normal: derivar y maximizar mediante procesos iterativos.

Distribucion t de Student

Si se asume que las perturbamones aleatorias €, siguen una distribucién ¢ de Student
y usando y; = eth , entonces la funciéon de Verosimilitud para un proceso GARCH
esta dada por:

n

( ) H v+1)/2] 1 1
L(/2) \ fw=2)xhl”? (1+y2/(v=2)h)VTD/

Para encontrar las estimaciones de esta funcion de verosimilitud, se pueden especificar
los grados de libertad o estimarlos de manera conjunta con el resto de los pardametros. Si
no son especificados, la funcién de log verosimilitud es:

r[( 1 1
[ = In L =In
= tHl <”/2) \/UTW? 1—|—y2/ (v—2)h )v+1>/]

n

_ Zmr [(v+1)/2] = T (0/2) ——Zv—zw——tht Hli(uﬁ
t=1 1

— Thl[(v+1)/2 —TP(U/Q)—g(U—Q)W—zn: KH(U_‘”—ZW) +%1nht]

t=1

Cuando se especifican los grados de libertad un valor entre 4 y 8, frecuentemente es
usado. Bajo estas condiciones, la funcion de log verosimilitud esta dada por:

n

I=n[L (o)) = -2 (14 G55 ) + ]

45



2.6. Modelos Autorregresivos de Varianza Condicional Heterocedastica
Generalizados (GARCH)

Como en el caso de una distribucién normal, esta funcién se maxima a través de Quasi-
Méxima Verosimilitud.

Distribuciéon de Errores Generalizada

Como se mencioné en apartados anteriores, otra distribucion frecuentemente asumida

en el modelado de un proceso GARCH es la distribucion de errores generalizada. Si se
permite que ¢; siga una dsitribucién de errores generalizada y sustituyendo €, = y;/ hi / 2,

entonces la funcion de verosimilitud esta dada por:

n yexp|—1 /Ahi/z !
L(y;a) =11 652[1+?/lv/r(1/v)’ |

t=1

La funcién de log verosimilitud es:

y/ M, H
LL N1 (1)

- tilln {UeXp [—% )y/m}” ] } — tzn;m [A2MF°D (1/0)]
- ti;mv - %ti; ‘y/ (Ahtl/?)‘” _ tzn;hm - (1 + %) tzn;m - tXT;InF(l/v)

- v o1 gy 1 1
= n——=-———(1+=]In2—InT(1/v) —=Inh
Z[n)\ VI ( +v) n nl'(1/v) 5 In t]

t=1

" pexp [—%

[ = In [L (M)} =1In

Una vez mas, el método de estimacion es por Quasi-Maxima Verosimilitud.

2.6.9. Generalizaciones de Modelos GARCH

Una desventaja de los modelos ARCH y GARCH en su caracter simétrico es que dan el
mismo peso a shocks negativos y positivos; sin embargo, esto no se observa en situaciones
préacticas. Por tal motivo se han desarrollado otros modelos que si consideran el carécter
asimétrico de la volatilidad. Aunado a ellos, otros modelos desarrollados consideran que
la volatilidad también debe afectar a la media del proceso. A continuacién se describen
los modelos mas utilizados. Para un panorama mas amplio sobre las variantes de modelos
ver De™Arce (2004).
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GARCH-M

Este modelo tienen la caracteristica de introducir en la ecuacién de la media a la varianza
condicional; esto es, asume que la varianza es una medida de riesgo. El modelo esta dado
por:

Yy = a1+ ashy + e

1/2
€t — Etht/

p q
hy = ap+ Z Y+ Z Bihi—;
i=1 j=1

Un valor positvo de a, indica que el rendimiento esta correlacionado positivamente con
la volatilidad, mientras un valor negativa indica correlacion negativa. Estos modelos son
utilies para evaluar el rendimiento de acciones debido a que la volatilidad repercute en
el rendimiento ante especulaciones.

Modelo IGARCH

En muchas ocasiones, la suma de los parametros de un modelo GARCH se acerca a uno,
originando que el modelo no sea estacionario. Engle y Bollerslev (1986) propusieron un
modelo en el que los pardmetros de un modelo GARCH(1,1) sumaran uno, originando
un modelo GARCH integrado. El modelo es el siguiente:

Yy = Ethi/z

hy = ap+hi1+a (%24 - ht—l)

Bajo normalidad condicional, se puede mostrar que este proceso es estacionario y ergodi-
co.

Modelo EGARCH

Debido a que las restricciones de no negatividad en los parametros de un modelo GARCH
es un tanto complicado satisfacer y que no captan toda la asimetria de un proceso fi-
nanciero; esto es, la volatilidad se comporta de diferente manera al recibir noticias buenas
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que malas; Nelson (1991) propuso el modelo llamado GARCH exponencial o EGARCH
(por sus siglas en inglés). Este modelo se expresa como:

Y = Gthiﬂ
p q
loghy = ag+ Z loghy—1 + g (&) + Z a;g(€—1-;)

i=1 j=1

gler) = e +0(lee] — E{lel})
e ~ N(0,1)

Noétese que d¢; proporciona el efecto del signo y 0 (|e;| — E {|&;|}) es la magnitud del signo.
Debido a que los shocks negativos tienden a tener mayores repercusiones, se espera que
el valor de § sea negativo.

Model GJR-GARCH

Este modelo, al igual que el modelo EGARCH, considera los efectos de noticias positivas
y negativas. El modelo esta dado por:

Yy = Gthz/Q

q P
hy = o+ Z (Oéz‘ytzfz + wiSt_—iytzfi) + Z Bl
i—1 j=1

donde S, , es una variable dummy, que toma el valor 0 si y; es positivo y 1 si y; es
negativo. Asi, los efectos negativos tienen mayor repercusion que los efectos positivos.

Modelo APARCH

Este modelo es de especial interés debido a la flexibilidad que le da un exponente variable
(0) junto al coeficiente de asimetria (7). El modelo estd dado por:
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Y = Ethiﬂ

q P
5
R = ap+ g @ ([Ye—i| — viye—i)" + § thf
i=1 j=1

donde ap >0,0>0,5; >0, 0, >0y =1 <; <1

Como casos particulares de este modelo se tienen los modelos:

e ARCHsid0=0,v%=0y 3, =0.
e GARCH cuando 6 =0y v; =0.
e GJRsid=2.

Caso multivariado

Por otro lado, las extensiones al caso multivariado no se hicieron esperar, los trabajos
pioneros se deben a Engle et al. (1984), Bollerslev et al. (1988), Engel y Rodrigues (1987),
Ling y Deng (1993), entre otros, como mencionan Ling y McAleer (2001). Por otro la-
do, Tsay (2010) ofrece todo un capitulo dedicado al andlisis de modelos multivariados
incluyendo aplicaciones sobre indices de diversos mercados del mundo. Ludlow y Mota
(2006) realizan un andlisis multivariado que involucra al IPC® de México, Nasdaq y S&P
500 de Estados Unidos.
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Capitulo 3

Anéilisis de la volatilidad del Indice
de Volatilidad México

En este apartado se aplica la metodologia descrita en el capitulo anterior para analizar la
serie del VIMEX®. Los datos fueron obtenidos de la pdgina delMexDer (www.mexder.com.mx).
Los datos son diarios' (un total de 1581 observaciones) y corresponden al periodo del 26

de marzo del 2004 al 30 de junio del 2010.

3.1. Analisis exploratorio

En la figura 3.1, se muestra el comportamiento del VIMEX®. Se observan varios perfodos
para comentarse. En el primero, de marzo de 2004 a mayo de 2006, se mantiene constante
con ligeras variaciones hasta la mitad del periodo. Posteriormente vienen tres periodos
de alza. En el primero de ellos, atribuido a la incertidumbre generada por la eleccién
presidencial, cuando llega al maximo, en septiembre de 2006, se observa una baja al
mismo ritmo que el alza, pero no al mismo nivel asociada a la culminacién del proceso
electoral. Ahi se mantiene constante desde finales de septiembre de 2006 a noviembre de
2007. Con la crisis financiera mundial, el indicador comienza el alza, llegando al méximo
en enero de 2008 y comienza a decaer de forma mas lenta que el alza. En esta baja, el
punto minimo lo toma en septiembre de 2008. A partir de esta fecha, comienza el tercer
periodo de alza, alcanzando un maximo historico en diciembre de 2008. A partir de este
maximo, comienza a decaer, estabilizandose de septiembre de 2009 a la fecha alrededor
de los 25 puntos porcentuales tal como sucedié de septiembre de 2006 a noviembre de
2007, pero observandose mayor variabilidad.

1Se hace referencia a datos obtenidos de dias laborales, esto es, se excluyen fines de semana y dias
festivos.
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indice de Volatilidad México
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Figura 3.1: Gréfica del VIMEX® en el periodo del 26 de marzo de 2004 al 30 de junio
de 2010.

La distribucién del VIMEX® estd dada en la figura 3.2; a simple vista no se trata de la
distribucion normal.
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Figura 3.2: Histograma del VIMEX®.



3.1. Anadlisis exploratorio

3.1.1. Transformacién del Indice en Rendimientos

Como se menciond antes, el indice se mide en puntos porcentuales, lo cual indica que
no hay valores negativos. Asi, no se puede suponer distribucién normal a los datos del
indicador, lo que corrobora lo mostrado en la figura 3.2. Para resolver este problema, se
supondra que el indicador tiene distribucion lognormal y se obtienen los rendimientos
logaritmicos, que, por ser incrementos, generan variables independientes, tal como se ha
supuesto en la valuacién de opciones, dados por:

by

t—1

re = 100 x In ( ) =100 X (In P, —In P,_4) (3.1)

donde:
ry: rendimiento en el periodo ¢
P,: valor del indice en el periodo ¢

Aunado al resultado tedrico sobre distribuciones, los rendimientos logaritmicos se pre-
fieren porque obtener rendimientos semanales, mensuales, etc, es més sencillo, directo y
exacto que con los rendimientos simples:

k
Tk = Z?}
t=1
k

TR = H (1 + Rt)

t=1

Rt:i_

Py

donde k es el periodo que se quiere obtener contado en el periodo base.

En este trabajo se utilizardn rendimientos semanales. Para calcularlos, no se consid-
er6 ajuste alguno por dias festivos; esto es, se calcularon considerando los datos existentes
para cada semana. Al transformar la serie a rendimientos semanales, la muestra se reduce
a 326 observaciones en el mismo periodo: del 26 de marzo del 2004 al 30 de junio del
2010.
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3.1. Anadlisis exploratorio

De esta manera, los rendimientos ahora tienen, hipotéticamente, distribuciéon normal. En
la figura 3.3, se muestra el comportamiento de esta nueva serie llamada rendimiento. En
ella se observan periodos de baja, media y alta volatilidad. Se observa que los periodos
donde la volatilidad es baja corresponden a periodos donde el indice es estable. Los
periodos de mediana volatilidad corresponden a los periodos donde el indicador crece y
decrece. Los intervalos donde la volatilidad es mayor, es donde se presentan los cambios
mayores en el indice.

Rendimientos Semanales del indice de Volatilidad México
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Figura 3.3: Grafica de los rendimientos semanales del VIMEX®.

3.1.2. Descripcién de los rendimientos semanales

En cuanto a los momentos muestrales de la serie se refiere que la media estd muy cercana
a cero (0.08485), lo que indica que hay poca volatilidad de una semana a otra en el
indicador; mientras que la desviacién estandar es alta: 6.58326. Dos momentos de interés
son la curtosis y el coeficiente de asimetria. El primero indica que tan concentrados
estan los valores en la media de la distribucién. El segundo el nivel de simetria de la
distribucion.

Para una distribucién normal estandar, la curtosis es 3. Aunque la distribucion presen-
tada por los datos no es normal estdndar (cumple con el valor de la media, pero no
en varianza), en la figura 3.4 se observa que no tiene la curtosis de una distribucién
normal correspondiente a la media y desviacién estandar de los datos (linea negra); la
distribucién de los datos es leptocurtica (tal como lo muestra su valor muestral, 5.88042)
y se observa una distribucién de colas pesadas. En relacion a la asimetria, los datos si
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Histograma de Rendimientos del VIMEX
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Figura 3.4: Histograma de los rendimientos semanales del VIMEX®. La linea continua
representa la densidad estimada.

la presentan (0.95127). La cola derecha contiene valores mas alejados del centro de la
distribucién, aunque la cola izquierda acumula mas informacién en el rango de —10 a 0.

Se ha mencionado que la media es cercana a cero. Para verificar esto, se efectiio una

prueba de ¢, confirmandose que los rendimientos presentan media cero con un valor de
probabilidad de 0.8161.

Asi, se concluye que los datos tienen media cero, con desviacion estandar cercana a 6.6.
Se tiene una distribucién leptocurtica, esto es, los valores se concentran més cerca de
la media, y asimétrica, ligeramente cargada a la derecha. Ademads, la no normalidad de
los datos se corrobora con la prueba Jarque-Bera cuyo valor de probabilidad es menor a
0.0001.

De la figura 3.3, la serie de rendimientos es estacionaria en media, lo cual se corrobora con
el estadistico de Dickey -Fuller aumentadoTambien se uso la prueba de Phillips-Perron
teniendo la misma conclusién con un valor de p semejante., cuyo valor de probabilidad
es menor a 0.01 y donde la hipd6tesis nula es que la serie no es estacionaria. Asi mismo,
como la prueba se basa en una regresién de minimos cuadrados sobre los valores y; contra
valores rezagados v;_1, se detecta que es factible agregar un proceso AR(1) a la ecuacién
de la media en el ajuste de modelos ARCH y GARCH.
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3.1.3. Autocorrelacién de la media y varianza

En este sentido, para ver si hay mas retardos que influyan en la ecuacion de la media
del proceso GARCH, una alternativa es la grafica de autocorrelaciones parciales. En ella
(figura 3.5) se detecta que hay rezagos del orden 8 que pueden considerarse diferentes de
cero. Se verificard si los rezagos de orden menor o igual a 10 son significativos.

Funcién de Autocorrelacién Parcial
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Figura 3.5: Gréfica de la funcién de autocorrelaciones parciales de los rendimientos
semanales del VIMEX®.

Para reducir el nimero de rezagos que posiblemente se incluyan en la ecuacién de la
media, se uso el procedimiento backstep de SAS, el cual hace una eliminaciéon hacia
atras considerando el nivel de significancia especificado, en este caso fue 0.05. Este pro-
cedimiento elimina los parametros una vez que son estimados a través del método de
Yule-Walker. En la tabla 3.1 se muestran los parametros en el orden que se eliminaron
con su respectivo valor de probabilidad. Se observa que el tinico rezago no significativo a
un nivel del confianza del 95 % fue el dos; por tanto, se ajustardn modelos para la media
que incluyan rezagos de orden dos aunado a la parte que modelara la volatilidad:

Yo = G0+ P1Ye—2 + € (3.2)

Después de ajustar un modelo AR(2) sin considerar si el coeficiente es significativo, se
requiere verificar si la serie de los residuales es heterocedastica, y asi decidir si es factible
ajustar un modelo GARCH. La figura 3.6 muestra la serie de residuales obtenidos del
modelo AR(2). En ella se observan tres perfodos distintos en cuanto a heterogeneidad de
los residuales. El primero es un periodo donde la volatilidad es minima. A lo largo del
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Tabla 3.1: Coeficientes autorregresivos eliminados de la ecuaciéon de la media.

Rezago Valor-p

) 0.9887
10 0.8394
9 0.5638
7 0.5852
3 0.4908
4 0.4901
1 0.1249

periodo muestreado, se observan los otros dos periodos: uno en el que hay una volatilidad
media alterndandose con periodos de alta volatilidad. Por tanto, se tiene evidencia grafica
para decir que la serie de rendimientos presenta heterogeneidad de varianza.
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Figura 3.6: Grafica de los residuales del modelo ajustado autorregresivo de segundo
orden, AR(2).

El siguiente paso en el analisis previo es dar un vistazo a los residuales del modelo
AR(2) ajustado a la serie de rendimientos del VIMEX®. Para ello, se revisa la funcién
de autocorrelaciones parciales de los errores y los errores al cuadrado.

Al ajustar un modelo AR(2), se observa claramente que no hay correlacion en los retardos
de los errores, salvo en los retardos 8 y 11 (figura 3.7), pero son tan pequenios que pueden
ser debidos a la muestra, aunado a que rezagos tan lejanos no influyen en el valor actual
de los indices, como prueban de manera practica Bahi (2007) y Lépez-Herrera (2004)
trabajando con rendimientos diarios. Efectuando el procedimiento backstep de SAS sobre
el conjunto de residuales, se observa que el rezago 11 si es significativo, pero se elimina

56



3.1. Anadlisis exploratorio

Funcién de Autocorrelacion Parcial de Residuales
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Figura 3.7: Grafica de la funcién de autocorrelaciones parciales de los residuales del
modelo autorregresivo de segundo orden, AR(2).

debido a la evidencia empirica antes mencionada que no influyen de manera significativa.

En cuanto a los residuales elevados al cuadrado, no se observan correlaciones mas que en
el rezago 1 y 7 (figura 3.8). La correlacion existente es positiva. La correlaciones decaen
lentamente a cero aunque se presentan altibajos en los primeros retardos, esto es debido
al agrupamiento de la volatilidad. Esto favorece la hipétesis de heterocedasticidad en la
varianza de los rendimientos del VIMEX®. Ademés, en la figura 3.8 se observa que las
correlaciones 2 y 3 estan cercanas al limite de confianza.

3.1.4. Comentarios finales

Asi, del analisis exploratorio se tienen las siguientes conclusiones:

1. La serie de rendimientos semanales del VIMEX® no presenta distribucién normal.
Esto es afirmado dado que la curtésis de la serie es mayor a la que debe tener
una distribucién normal. Ademads, los datos presentan asimetria positiva, esto es,
se acumulan mas observaciones del lado derecho de la media de los datos.

2. De las graficas de rendimientos y residuos del modelo AR(2), se observan periodos
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Funcién de Autocorrelacion Parcial de Residuales al Cuadrado

Rezago

Figura 3.8: Grafica de la funcién de autocorrelaciones parciales de los residuales del
modelo AR(2) ajustado elevados al cuadrado.

en los que la volatilidad es menor y periodos donde es mayor. Esto es, existe agru-
pamiento de la volatilidad. Asi mismo, se observan datos atipicos en los grupos gen-
erados de altas y bajas de la volatilidad; lo cual es una caracteristica de los.modelos
GARCH. Ademas, los residuales elevados al cuadrado presentan correlacion, lo cual
es importante para la significancia de los parametros de un modelo GARCH.

Por esto, es factible ajustar un modelo de varianza condicional heterocedéstica a la serie
de rendimientos del VIMEX®; ya que cumple con las hipétesis a las que Engle (1982),
Bollerslev (1986) y otros hacen referencia.

3.2. Ajuste de Modelos GARCH

Como se detallé en la seccién previa, dadas las caracteristicas de la serie de rendimientos
semanales del VIMEX® es factible el uso de la metodologia de modelos autorregresivos
heterocedésticos para describir la serie. En esta seccion se ajustan tales modelos haciendo
uso de los resultados anteriores. Esto es, para la media se ajusté un modelo AR(2) y para
la varianza modelos GARCH (0, 1) hasta GARCH (3, 3). La estimacion se efectué por el
Método de Maxima Verosimilitud conjunta, como sugieren Francq y Zakoian (2004), que
prueban propiedades de normalidad asintotica para modelos ARMA — GARCH.
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3.2.1. Seleccion del modelo para la varianza

Para efectuar la seleccion del modelo que mejor se ajusta a los datos, se lleva a cabo por el
criterio de informacién bayesiano (BIC) y, en segundo lugar, por el criterio de informacién
de Akaike (AIC). La tabla 3.2, muestra tales valores para los modelos propuestos y el
modelo obtenido verificando la significancia de los coeficientes. Asi, los modelos ARCH
son los que mas alto BIC y AIC presentan, dejandolos de lado como posibles opciones de
modelo ideal. Los modelos con parte GARCH de orden 3 son los que menores valores de
BIC presentan y los de orden 2 y 1 presentan el mismo valor para cada modelo.

Tabla 3.2: Valores de BIC y AIC para los modelos GARCH propuestos.

Modelo BIC AIC Modelo
2050 2035 ARCH(1

2039 2013 ARCH(1
2026 2004 GARCH
2026 2004 GARCH

) )
ARCH(2) 2054 2035 ARCH(1)
ARCH(3) 2058 2036 ARCH(1)
GARCH(1,1) 2042 2023 GARCH(L,1)
GARCH(1,2) 2042 2023 GARCH(1,1)
GARCH(1,3) 2042 2023 GARCH(1,1)
GARCH(2,1) 2042 2019 GARCH(2,1)
GARCH(2,2) 2042 2019 GARCH(2,1)
GARCH(2,3) 2042 2019 GARCH(2,1)

(3,1) )

(3,2) (

(3,3) (

De los resultados de estimacién, se opta por el modelo GARCH(1,1) (modelo 1) y
GARCH(2,1) (modelo 2) por tener los valores de BIC y AIC menores y porque los
modelos con parametro GARCH mayor, se reducen a estos debido a la significancia de
los coeficientes. En las tablas 3.3 y 3.4 se presentan los resultados de estimacién de los
modelos.

Tabla 3.3: Estimacién de pardmetros del modelo AR(2)-GARCH(1,1), (modelo 1).

Parametro Estimacion Error Estdandar Probabilidad

oo -0.0967 0.2122 0.6487
2 0.0402 0.0678 0.5532
%) 4.5617 0.5722 <0.0001
o 0.4278 0.0449 <0.0001
B1 0.5235 0.0387 <0.0001

Para los dos modelos, los parametros en la ecuacién de la media son no significativos. En
el modelo 2, estos parametros presentan mayor evidencia de ser cero que en el modelo 1. A
pesar de ello, una vez seleccionado el modelo para la varianza, se verificara el desempeno
del modelo incluyendo los parametros y sin incluirlos.
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En el modelo con perturbaciones GARCH(1,1), los pardmetros son significativos a un
nivel inferior del 1%. Por otro lado, en el modelo GARCH(2,1), el pardmetro correspon-
diente a la parte ARCH es significativo al 1%; en tanto, los pardmetros de la parte
GARCH, (s, es significativo al 5% y el pardmetro 3; no es significativo ni al 10 %.

Tabla 3.4: Estimacién de pardmetros del modelo AR(2)-GARCH(2,1), (modelo2).

Parametro Estimacién Error estandar Probabilidad

@0 -0.0530 0.2038 0.7947
o2 0.0330 0.0641 0.6062
o 5.3951 0.8730 <0.0001
o 0.4970 0.0568 <0.0001
51 0.1918 0.1467 0.1913
B2 0.2430 0.1128 0.0311

Dada la significancia de los parametros en la ecuacién de la varianza, se opta por el
modelo GARCH(1,1) para la varianza. Como se habia mencionado, se verificardn los
desempenos de los modelos considerando los parametros y sin ellos.

3.2.2. Seleccion del modelo para la media

Modelo AR(2)-GARCH(1,1)

Para el modelo AR(2)-GARCH(1,1), se tienen las siguientes ecuaciones:

ye = —0.0967 + 0.0402y;_2 + ¢,
1/2
€ = Etht

hy = 4.5617 + 0.4278¢} + 0.5235h;

La suma de los coeficientes del término ARCH y GARCH es 0.9513, cercano a 1, lo que
indica persistencia en la volatilidad. Esto es, valores positivos (negativos) tienen reper-
cusiones a mediano plazo. Asi mismo, de esta suma se obtiene la varianza no condicional
(93.75326), lo que indica que en el largo plazo, el proceso converge a esta varianza.

Con el modelo establecido, el siguiente paso es revisar que tan buen ajuste tiene respecto
a los datos. Para ello, se revisaran los residuales de la ecuacion de la varianza, e;.

El supuesto sobre los residuales es que son distribuidos como WN (0, 1). La media de

la distribucion es cero, lo cual se corrobora con una prueba de ¢, cuyo valor de p es
0.4696. Asi mismo, la desviacion estandar es cercana a uno. Asi, se corrobora el supuesto
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3.2. Ajuste de Modelos GARCH

Tabla 3.5: Medidas descriptivas del modelo AR(2)-GARCH(1,1).

Medida Valor
Media 0.04065
Mediana 0.00857
Minimo -2.90077
Maéximo 5.76196
Desviacion estdandar 1.01389
Desviacion media absoluta 0.67368
Curtosis 5.62167
Coeficiente de asimetria 1.09359
Jarque-Bera 509.07280

sobre los parametros de los residuales. La independencia se verifica con la funcién de
autocorrelacion parcial, la cual indica que los residuales son independientes, a pesar de
que las autocorrelaciones 11 y 20 parecen ser diferentes de cero, pero estas correlaciones
son espurias, Figura 3.9.

Funcién de Autocorrelacién Parcial de Residuales

ACP
-0.05 0.00

-0.10

Rezago

Figura 3.9: Grafica de la funcién de autocorrelaciones parciales de los residuales del
modelo AR(2)-GARCH(1,1).

En cuanto a la distribucién, en la figura 3.10 la curtosis es mayor a tres (distribucién
leptocirtica) y es asimétrica cargada a la derecha. Esto da como resultado un valor
muy alto en la prueba de Jarque-Bera y por lo tanto es rechazada y se concluye que la
dsitribucién no es normal (Tabla 3.5).

Modelo GARCH(1,1)
Para el modelo GARCH(1,1), las ecuaciones son:
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3.2. Ajuste de Modelos GARCH

Histrograma de los Residuales del Modelo (1)
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Figura 3.10: Histograma de los residuales del modelo AR(2)-GARCH(1,1).

1/2
Yy = €hy
hy = 4.7454 + 0.4170ef + 0.5194h,_4

En este modelo se tiene una varianza no condicional de 74.59237, a la cual converge
el proceso en el largo plazo. Esta varianza no condicional es menor a la obtenida con
el modelo con términos autorregresivos. En cuanto a la persistencia de la volatilidad,
los coeficientes suman 0.9364, un valor mas alejado de la unidad, pero suficientemente
cercano como para considerar que los shocks de la volatilidad son persistentes en el
mediano y largo plazo.

Tabla 3.6: Medidas descriptivas del modelo GARCH(1,1).

Medida Valor

Media 0.02305
Mediana -0.01842
Minimo -2.89767
Méximo 5.72675
Desviacién estandar 1.02082
Desviacién media absoluta  0.67703
Curtosis 5.61134
Coeficiente de asimetria 1.10219
Jarque-Bera 499.7038

Los supuestos sobre los parametros de la distribuciéon de lo residuales se cumple, dado
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3.3. Modelo final

que se tiene una media estadisticamente igual a cero y varianza unitaria. A pesar de
esto, los residuales no tienen distribuciéon normal. Conclusién obtenida de la curtésis y
el coeficiente de asimetria, diferentes de 3 y cero de una distribucién normal estandar,
respectivamente.

Por ltimo, la grafica de la funcién de autocorrelaciones parciales de los residuales (figura
3.11) muestra correlacién nula en ellos, salvo por los rezagos 11y 20, pero son tan cercanos
al limite de confianza que pueden ser debidos a la muestra. Por lo tanto, se concluye que
los residuales son independientes e idénticamente distribuidos con media cero y varianza
uno, pero no presentan distribucion normal, como establece la prueba de Jarque-Bera.

Funcién de Autocorrelacién Parcial de Residuales

0.05
1

ACP
-0.05 0.00

-0.10

Rezago

Figura 3.11: Gréfica de la funcién de autocorrelaciones parciales de los residuales del
modelo GARCH(1,2).

3.3. Modelo final

Asi, de los modelos propuestos se selecciona el modelo que no presenta parametros en
la ecuacion de la media. Para comparar el desempeno de los valores observados contra
los ajustados, la figura 3.12 muestra ambas series, observandose buen desempeno del
modelo. De manera analitica, como se vi6 en el analisis de residuales, la desviacion media
absoluta es menor a la unidad y la varianza es estadisticamente unitaria.

Por lo tanto, el modelo que mejor ajusta a los rendimientos semanales del VIMEX® es
un GARCH(1,1) asumiendo distribucién normal para el ajuste.
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3.3. Modelo final

Rendimientos Observados vs Ajustados
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Figura 3.12: Rendimientos observados vs rendimientos ajustados del modelo

GARCH(1,1). La linea azul representa las observaciones y la roja los
ajustados.
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Capitulo 4

Conclusiones y Recomendaciones

4.1. Conclusiones

El Indice de Volatilidad México, VIMEX®, cumple con las caracteristicas de las series fi-
nancieras en relaciéon a la volatilidad. Esto es, hay existencia de clusters, tiene reversion a
la media y presenta discontinuidad de saltos, asimetria y exceso de curtosis. Caracteristi-
cas presentes también en las series de rendimientos logaritmicos diarios y semanales.

La serie de rendimientos logaritmicos diarios presentod ciertas dificultades para ser mod-
elada. Entre ellas, presenté autocorrelaciones significativas muy altas, por ejemplo del
orden de rezago 28. Al ajustar modelos para la media y seleccionarlos por el Criterio de
Informacién Bayesiano, BIC, se debian incluir rezagos muy altos (14 o 19), lo cual con-
tradice las hipdtesis probadas empiricamente sobre la repercusion de rezagos lejanos en la
prediccién de la volatilidad actual. Aunado a ello, eliminada la autocorrelacién en la me-
dia, al ajustar modelos GARCH a la varianza, se detectd pobre ajuste a los datos incluso
en modelos de ordenes tales como GARCH(15,15). Una razon plausible para esto es que
existen correlaciones sobre rezagos mayores; se observan rezagos del orden 500, incluso,
significativos. Esto puede ser consecuencia del volumen operado de las opciones sobre el
IPC®! y a que los precios tomados para calcular el VIMEX® no estdn estrictamente at
the money.

Al convertir los rendimientos diarios a semanales, la serie se vuelve mas estable y las
autocorrelaciones para rezagos mayores dejan de ser significativas. Aunque se conservan
las propiedades que caracterizan a la volatilidad; por lo cual, el uso de modelos GARCH
fue adecuado para el estudio de la serie.

A pesar de requerir el ajuste de un modelo AR(2) para la media, al ajustar el modelo

INo olvidar que el VIMEX® se calcula sobre las opciones operadas sobre el IPC?@ en MexDer.
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4.2. Recomendaciones

GARCH, éste tultimo absorve la autocorrelacién presente en la serie de rendimientos
semanales, lo que ocasiona que los coeficientes de la ecuacién para la media sean no
significativos.

El orden del modelo GARCH seleccionado es acorde a lo encontrado en la literatura. En
general, los modelos mas usados son GARCH(1,1) hasta GARCH(2,2). El IPC® no escapa
a esto, ya que se han ajustado modelos GARCH(1,1) a este indicador por Lépez-Herrera
(2004) y Ludlow y Mota (2006).

En relaciéon a la persistencia de la volatilidad, Lépez-Herrera (2004) reporta para el
IPC® un valor de 0.950972 en su modelo GARCH(1,1) de ajustes preeliminares, resul-
tado de obtener a; = 0.177315 y 31 = 0.773657. En su modelo GARCH definitivo,
a1 + 61 = 0.949519. En su modelo TARCH, el efecto de la persistencia es 0.946615. Re-
sultados muy parecidos en ambos modelos. Mientras que la persistencia de la volatilidad
para el VIMEX® es 0.9353 con el modelo GARCH(1,1). Esta persistencia estimada no
est4 alejada de la obtenida para el IPC®. Aunado a ello, es menor debido a que el modelo
para el VIMEX® usa rendimientos semanales y no diarios, como el IPC®. A pesar de esto,
existe persistencia en la volatilidad y es considerable para los rendimientos semanales.

A pesar que la persistencia no presenta muchas diferencias, aunque si existen en cuanto
a la volatilidad condicional. Para los modelos estimados del IPC® estd alrededor de 1.8
unidades de rendimiento. En cambio, para el VIMEX®, la volatilidad condicional es
8.6379, nuevamente, la causa principal de tan alta volatilidad puede ser el volumen de
opciones operadas.

En cuanto a los residuales del modelo, se concluye que cumplen los supuestos sobre el
primer y segundo momentos y la no autocorrelacién, no asi en cuanto a la distribucion,
pues se descarta totalmente la normalidad debido a los altos valores obtenidos en cur-
tosis y asimetria. Este ultimo, presenta un aumento respecto al que se obtuvo en los
rendimientos semanales, en lugar de disminuir. En este sentido, el efecto apalancamiento
es bien absorbido por el modelo GARCH ajustado. Por lo tanto, el ajuste del modelo a
los datos es adecuado.

4.2. Recomendaciones

Se concluyé que el modelo ajustado con distribuciéon normal no arroja residuales con tal
distribucion, por tal motivo es recomendable repetir el ajuste con distribuciones de colas
pesadas, tales como la t de Student o la GED. Ademas, se concluyé que los residuales
no son simétricos, por tanto efectuar el ajuste con modelos asimétricos es una opcion
obligada en la buisqueda de un mejor modelo. Sin embargo, debe tenerse cuidado, ya que
respecto al efecto apalancamiento, los shocks positivos son los que no son absorbidos de
manera adecuada por el modelo simétrico.
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Anexos

Anexo A: Célculo del VIMEX®

El calculo se divide en tres etapas:

1. Calcula la media simple de las volatilidades implicitas de los pares de opciones call y put
que esten por arriba y por abajo del precio at the money tedrico. Asi, en esta primera
etapa se obtiene cuatro subindices.

Sea 0; ;1 la volatilidad implicita donde:

.| C—=Call
T\ P Put

.| 1 — Vencimiento mds cercano
2 — Vencimiento siguiente al mas cercano

o A — Arriba (k>8)
| B — Abajo (k<S)

Con esto, se promedian las volatilidades implicitas de los pares de opciones para el
vencimiento més cercano:

Ol,a = (Uc,l,a + Up,l,a) /2 01,b = (Jc,l,b + O-c,l,b) /2
Y para el vencimiento siguiente més cercano:
02,0 = (00,2,(1 + Up,Q,a) /2 02 = (O-C,Q,b + UC,Q,b) /2

2. El segundo paso es calcular la volatilidad implicita del precio de ejercicio at the money
interpolando las volatilidades implicitas del paso anterior con las siguientes férmulas:
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n

b

<o

S—K Kao—
01 =01, <Ka—fg ) +01,b (K:—K

)

S_K Ko—S
02 = 024 <Ka—1?b) +02p (Kaa—Kb>

en donde:

K, : precio de ejercicio que se encuentra por arriba del nivel del indice al cierre del mercado.
En este caso no importa si el valor es muy grande o muy bajo, siempre se tomara el precio
listado en MexDer que en ese momento se encuentre arriba. Finalmente, se trata de una
interpretacion, cuyo objetivo es encontrar el precio at the money que coincida con el
precio de cierre del IPC@.

ky: precio de ejercicio que se encuentra por abajo en el momento del célculo.

S: nivel de cierre del TPC® en el Mercado de Capitales.

3. Finalmente, se debe mantener un periodo constante para el VIMEX®. Las volatilidades
del vencimiento mas cercano y el siguiente mas cercano son ponderadas para crear un
periodo constante aproximadamente de 22 dias hébiles o dias de negociacién por cada
mes que contengan las series listadas en MexDer. En este caso son 66 dias, dado que son
vencimientos trimestrales. Para tal efecto, se tiene la siguiente férmula:

VIMEX = o1 (=) + 02 ($7})

T1: Dias de operacion restantes del vencimiento de la Opcién mas cercana a la fecha de
célculo del VIMEX®.

Ty: Dias de operacién restantes del segundo vencimiento de la opcién (siguiente més
cercano) a la fecha del célculo del VIMEX®.
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