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Sinopsis

El uso de dos marcos es necesario en varias ocasiones para cubrir adecuadamente el
universo de interés. Cuando los dos marcos tienen duplicaciones se requiere la eliminacién de
las duplicaciones o el uso de estimadores especiales. La distribucién optima de la muestra
sobre los dos marcos es un problema importante cuando varia el costo relativo de muestreo entre
los marcos cousiderados. Este articulo propone estimadores adecuados para el uso de dos marcos
asi como sus varianzas. Los estimadores que se proponen representan una ganancia en efi-
ciencia sobre los sugeridos por Hartley (1962). La solucién del problema de la distribucién
éptima, se presenta esquemdticamente para casos especiales y algcbraicamente para casos ge-
nerales.

Summary

The use of two sampling frames is often needed to provide adequate coverage of the
universe of interest. When the two frames overlap, either the duplicate elements must be remo-
ved or special estimators are required. Optimum allocation of the sample among the two frames
under varying costs is also a problem. This article suggests estimators suitable for use with
two sampling frames. Variances are provided. The estimators are more efficient than those
suggested hy Hartley (1962). The solution of optimum allocation is presented schematically
for some special cases and algebraically for the general cases.

Introduccién

En el trabajo de investigacion generalmente existe interés en un conjunto
definido de unidades, denominado universo en el lenguaje técnico. El propésito
del muestreo estadistico es el hacer inferencia sobre caracteristicas del universo
medio de una muestra.

Simbélicamente emplearemos Yi para referirnos al valor de la caracteristica
bajo estudio correspondiente a la i-ésima unidad. En esta forma se puede definir
un conjunto de valores, asociados con el universo, de tamafio N como:

Y., Y Y
s Yo o0 Y
N
Este conjunto se denomina poblacién. Lo importante entonces es estimar una

funcién de los valores en la poblacién, por ejemplo, el total (£Y ). El método
i

de muestreo para hacer tales estimaciones, consiste en elegir al azar una muestra de

la totalidad de las unidades del universo. Se mide la caracteristica de interés en las

unidades muestirales para construir una estimacién de un valor en la poblacién con

base en una funcién de los valores muestrales. Por ejemplo, para obtener una estima-

cién del total en la poblaciéon (ZY ), se puede emplear la media aritmética repre-
i

sentada por y multiplicada por el niimero de unidades en el universo. Asi,
A

emplearemos la funcién Y = Ny, como un estimador del total: (ZY, ).
i
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El concepto de muestreo es sencillo, no asi su aplicacién. La teoria presupone
la existencia de un sistema mecénico que permita elegir las unidades muestrales
de la totalidad de las unidades del universo con probabilidades conocidas. Asi por
ejemplo, se supone la disponibilidad de una lista de nombres y direcciones de
personas que forman un grupo definido que constituye el universo. Estas listas o
cualquier otro mecanismo para identificar las unidades individuales del universo
se conocen Como mMarcos.

Como ejemplos de marcos utilizados en la practica tenemos: cuando el uni-
verso a investigar son comercios, el marco se puede construir mediante registros
de licencias, lista de miemhros de una organizacion profesional, archivos de
impuestos pagados, etc. Cuando nuéstro universo son agricultores, entonces emplea-
remos como marco: listas del Gltimo censo, archivos de impuestos pagados, registros
de personas que vendieron cultivos especiales, etc. En ocasiones se usan muestras
basadas en mapas usando Areas geograficas como unidades muestrales. Sin con
siderar mas ejemplos de marcos, es obvio que los marcos individuales sugeridos
tienen muchas deficiencias en la practica. En particular cuando la inclusion en el
marco de todos los elementos del universo de interés es muy deficiente, se usan
dos 0o mds marcos o listas, eliminando las duplicaciones de las mismas. con objeto
de formar un solo marco que sea méis adecuado para representar el universo
definido. El dinico inconveniente de este procedimiento es que la eliminaciéon de
las duplicaciones de las listas puede ser muy costosa. Por supuesto, existe la alter-
nativa de usar los marcos sin eliminar las duplicaciones y, suponiendo que el
grado de duplicacién no pueda omitirse, existird la posibilidad de que esta alter-
nativa dé resultados absurdos con relacién a la investigacién. El propésito de este
articulo es proponer estimadores satisfactorios que controlen los problemas gene-
rados con el uso del doble marco.

Para empezar. ejemplifiquemos la manera como se obtienen resultados ab-
surdos de una investigacién cuando no se emplean los estimadores adecuados. Su-
pongamos que el universo estd compuesto de miembros de dos organizacioncs. Se
dispone de listas de los miembros de la organizacién 4 que incluye 2,000 personas,
mientras que la organizacién B conticne 1,000 personas. La incégnita es que 500
personas son miembros de ambas organizaciones. pero el investigador trata de
estimar la doble membresia con una muestra al azar de los 3,000 nombres o ele-
mentos. Dentro de una muestra de 300 personas, suponer que se encontraran 105
que eran miembros de ambas organizaciones. Ll valor 105 es solamente 5% mavor
del valor esperado. En consecuencia, se estim6 que era:

105
- (3,000) — 1.050
300

miembros de ambas organizaciones. Segin este resultado, existen mas miembros

comunes a ambas organizaciones que los miembros existentes en la organizacién B.

La manera correcta de obtener una muestra aleatoria de las dos listas, es
dividir entre dos todes los datos relacionados con elementos duplicados, es decir,
elementos que se encuentran en los dos marcos. El dividir entre dos solamente los
que estin duplicados en la muestra, no es suficiente; la multiplicacién de la media

Vor. 3 N2 1
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de los datos transformados, por el niimero de elementos en ambas listas nos da un
estimador insesgado del total de la poblacion. Un estimador de la media de la
poblacién, se obtiene dividiendo la estimacién total entre el nimero de compo-
nentes del universo; asi se encuentra el numero de elementos tnicos en ambas
listas. Por ejemplo, la estimacién correcta del nlmero de miembros de ambas
organizaciones, usando los datos arriba mencionados es:

105/2

(3,000) = 525
300

que es una buena estimacién del valor verdadero.
Nomenclatura vy notacion en caso de dos marcos

El ejemplo anterior trata el caso de una sola muestra al azar de las dos
listas como un marco Gnico. En la practica es mas factible elegir una muestra
separada de cada lista, o sea de cada marco. Los costos generados con el uso
separado de los marcos puede variar significativamente. También, es posible que
las varianzas difieran en los diferentes segmentos de los marcos; asi, el desarrollo
presentado en este articulo tratard el problema de un muestreo estratificado con
tres estratos: la parte no duplicada en el marco 4 (a), la parte duplicada y comin
en los marcos 4 y B (ab) y la parte no duplicada en B (b). Por lo tanto, el
problema principal consiste en encontrar estimadores insesgados, sus varianzas y
al mismo tiempo determinar cémo distribuir la muestra entre los dos marcos.

Supongamos la existencia de dos marcos A y B, de tamafios NA y NB Tes-

pectivamente, que cubren completamente el universo de tamafio N. Los tamaiios

de los tres estratos son: N , N I y Nb; respectivamente se usan los simbolos o’
a’ ab :

U;b y o para las varianzas y—Y—a, Yab y Tb para representar las medias de

1]

poblaciones. De esta manera, se ticne csquematicamente:

Universo de tamano N

|«

Marco A de tamafnio N,

‘

! |
| Marco B de tamafio Ny

|
l
|
|
|
|
l I I
l
|
|
|
|
|

(Uzbr _Y-ab) | (U'kfy ?b)
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Del marco A se elige al azar una muestra de tamano ny y del marco B, una
de tamafio nu. Debe entenderse que estas muestras son obtenidas en forma aleato-

r
ria de los dos estratos definidos para cada marco. Los simbolos n, y n,, se refie-

173 . e
ren a la divisién de 1y mientras que n,, y n,se refieren a las divisiones de nhy,

14 — -
Definiendo en forma similar las mediaz muestrales, como ¥ay Yan, Yao ¥V Vb,

respectivamente. tenemos:

|
| MUESTRAS PROVENIENTES DE A

| n, ‘
| | | |
| \ . l \
‘ n, l(_‘ Ny, E ' ;
| ! i |
| (yd) f (y-'ih) I '
| | | |
" ! MUESTRAS PROVENIENTES DE B !
1 e ng -— }
| | | |
J | " ! l
! ‘1* nab ,‘ nb !
| | | l
' i T ’ — !
‘ ‘ (Yab) ‘ (yb) I
A veces es mejor usar a« == N,,/N, v referirnos a la proporcién de los ele-
mentos del marco A que estan duplicados en B asi como 8 = N,./N. de 1gual

manera. Los costos muestrales por unidad, cuando usamos A. es igual a c,. Fl costo
relacionado a B es cg.
Con esta base, la discusién se puede referir a dos casos principales: uno en el

cual, Ny, Nuy, ¥ Ny son conocidos y un segundo caso en el cual ninguno de estos
valores es conocido.

Casos en que N,, N., ¥y N, son conocidos

Hartley (1962) sugiri6 el uso de coeficientes ponderados, p y (1-p), 0 < p < 1,
para crear dos estratos del estrato (ab). Un estrato (ab’). es representativo de
los valores originales ponderados por p vy el otro estrato (ab”), de los valores
originales ponderados por (1-p). Es claro que para cualquier valor de p, la
suma de los cuatro estratos {(a, ah’, ah”, b}, es igual a la suma de loz tres
estratos originales (a, ah, b). Por lo 1anto, es posible utilizar la teoria de muestreo
estratificado.

Se sabe que el estimador del total de la poblacion es:

A - — —n -
Y = N.v. + NubVap + Nap (1-D) ¥ ¥ Nio¥o (1)

Vor. 3 N° 1
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donde en adicion a las definiciones anteriores, py;,, y (1-p) y;; son medios de
los estratos ab’ y ab”. Como se puede ver, se hace una estratificaciéon posterior
entre a v ab’ v entre ab” y b. Se conoce bien que la varianza en el caso de estra-
tificacion posterior es aproximadamente igual a la varianza en el caso de distribu-
cién proporcional. De esta manera, excluyendo los multiplicadores finitos, tenemos:

A NA [ 2 2 2 ]
Var (Y) = {1 (1 —a) o tocD ow |
n, | J
Ns | 2 s 2]
+ 4 (1 - ﬁ) ayp + ﬁ (l'p) Gab } (2)
ng | J
Asi, minimizando la expresién (2) con respecto a la variable p resulta en:
an‘_\
P (3)
an‘x + anB

A
De esta manera, la varianza del estimador Y, se reduce al nivel minimo cuando
la ponderacién p es igual a la razén de la esperanza de n’ con respecto a la
" an

esperanza de (H’m) + n'a'h)' Debe hacerse notar que na'b v na',') se definieron como
los tamafios muestrales en la parte duplicada de los marcos A y B respectivamente
y son variables aleatorias.

La solucién encontrada para p es la solucién que aparece en la literatura es-
tadistica. las investigaciones del autor indican que es ventajoso basar p en los

’ n
valores 1N,, ¥ N., obtenidos en la muesira; es decir,

1 1 n
p = n;ah/(nuh + nuh) (4‘)
Fsta ultima expresion es la soluciéon que se obtiene al minimizar la varianza

A ’ ,”
de Y, condicionada por los tamafios de muestra N, ¥ N, con respecto a p. Se

puede verificar que la varianza calculada, sin considerar la aproximacién presen-
tada en la expresién (2), es igual o menor usando la expresién (4) en contraste
al uso de la expresion (3); sin embargo, la reduccién en la varianza no es impor-
tante, excepto para el caso de muestras muy pequefias. El hecho es que (2) puede
servir también como una buena aproximacion de la varianza cuando sc usa el
valor de p indicado en la expresion (4).

A
La substitucién de (4) en (1) y (2). da lugar a las expresiones de Y y va-

A
rianza Y que el autor recomienda. Estas son:

A

Y = N, + Nava + Noy,

donde: (5)
r T "0 n
— Nap¥an T NarYan
Yar ==
’ n
Nay * Nap
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Vi 2 2
’ NA 2 NA NB ¢4 /3 2 NB 2
Var (Y) — Ty + Tanh t Jp
n, an, t gny Ng (6)
La media | es simplemente la media sobre todos los elementos seleccionados
Jah

en el arca de duplicacién. Asi tenemos que, otra ventaja del estimador \A’, es su
simplicidad.

El investigador tiene opcién para determinar los tamafios de las muestraz de
cada marco (N, ¥ Ny); sin embargo, los valores éptimos, para reducir al grado
minimo la varianza aproximada (6), se determinan sujetos a la funcién lineal de
costo: Costos totales — mnjcy 1 NpCp. (7)

La solucién general se expresa en términos de la razén (r}, de los tamafios, es

decir, ¥ = ny/ng. La téenica iterativa para encontrar r esta dada por
/ Cy I8
r, =V (—) (8)
CA (24
¥

{ 18 o 2 2 2
| T A -o) o, t 'y o oy
S o (£)=j(rl+a) (1-¢) T

e+ By aep v (B gy

Ch (44 /.'?
L « a

El procedimicnto es empezar con r, y substituir este valor cn la expresion
(9) para obtener r.. Luego, substituir r, en la expresién (9) para obtener r,

(9)

e e v

y asl sucesivamente. La practica indica que son pocas las iteraciones que es
neccsario hacer para obterer un valor [inal mas o menos coustante.

La solucién éptima del tamafio relativo (n./ny), fue encontrada por el autor
para un rango amplic de valores de los parimetros. La varianza del estimador de
la solucién o distribucion optima, s¢ compard con las varianzas de los casos en
que las distribuciones dificron en un 109% de la dptima. Las diferencias no fueron
importantes, ya que los valores de las dilerencias, en términos de varianza fueron
aproximadamente el 1%. Es decir. la sensibilidad del estimador a desviaciones en
la distribuciéon éptima es pequeiia.

Se puede considerar un caso especial. Muchas veces se tiene disponible
un marco costoso completo y un marco de bajo costo pero incompleto. Deliniendo
A como el marco completo, cs claro que N, =—= 0 y B == 1. Las soluciones de
las distribuciones Optimas de N, y Ny se pueden presentar en forma simple. La
figura 1, presenta las soluciones para cuatro niveles de costo y tres razones de
varianza.

Eu este caso especial, cuando se usa la varianza en ambos marcos de manera
éptima, se puede comparar el caso en que toda la muestra se elige del marco
completo. La comparacién se presenta en la Figura 2; la disponibilidad econémica
es igual en ambos casos. Es claro que la ventaja de usar ambos marcos es impor-
tante cuando los costos relativos dificren significativamente.

VoL. 3 Ne 1
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Proporcion de poblocion en marcos de bajo costa (¢X)
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Fig. 1. Distribucién 6ptima de la Muestra entre los

dos  Marcos para costos relativos

diferentes y el Caso Especial de Cubrimiento Completo mediante un Marco Costoso:
f = 1 y marco A mas costoso que marco B (C /CB > 1).
; A 2

2 2
Ua o Uab

Proporcién en marcos de bajo costo ()
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Razon de varianza optimal y varianza obtenidacon eluso de un marco completo
~

2 Reduccion en Varianza por el Uso
de la Distribucion dptima en ln-
gar del uso de un solo Marco
Completo para Varios Costos Re-
lativos y el Caso Especial de
Cubrimiento Completo mediante
un Marco Costoso: B == 1y mar-
co A mas costoso que marco B

Cc /C 1.
A/ B 2
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Caso en que N,, Nu, y Ny no son conocidos

Cuando N,, N., ¥ N, no son conocidos, es neeesario estimarlos. Los esti-
madores insesgados de N. ¥ N, son:

N, (n./ny) vy Np (n,/ng) respectivamente. De esta manera, dos estimado-

res inscsgados de Nab son: Ny (n;\,/nj\) vy Ny (n;b/nﬂ)
Usando estos estimadores y ponderando los dos valores de Nab por p y (l-p),
obtenemos un estimador insesgado del total de la poblacin.

Nx — [ NA 1 17 - NB -
¥ = % ny. 4 —n.pt n,, (1-p)1 Yo + —— n, ¥, (10)
n, | n, Ny ] ng
donde

] [ " T
I Nay Yab + Nan Yab
Yapb. —

1 n
nab + nab
La varianza del estimador es:

A Ni(l-a) » N Nyap . Ny(1-8) . <
Var (YY) = — o0t ———— oy + — o
n,y (n, +ng) hg

(3]

. ( ) . (
N.\ 1'0[(! l—' - 2 NB 1" - -
» (o) 4Ya—pYabl> +—L—B)—JYD—(1-p) Y, + (b
Ny L J Ng L J

En esta Gltima expresién, existe una aproximacién que no es importante aun
para muestras pequeias.

Se puede ver que el desconocimiento de los tamafios de los estratos produce un
aumento en la varianza. Fl aumento de la varianza es importante a menos que la
sobreposicién de los marcos sea despreciable o practicamente completa.

Es claro que para cualquier valor de p, independientemente de oy,
el estimador (10} es insesgado. Sin embargo, la varianza del estimador varia de

acuerdo a los valores seleccionados de p. El valor de p que reduce la varianza al
minimo es:

NA 1'(1 -_— NB 1- — -_
—(—)Ya+—(—i) (Y —Yy)
n, Ny
p=
(1-a (1- —
J E( _) . Ny (1-8) ]} Y.
l Ny Ny

En esta expresién desde luego los valores «, 8, Y , Y, v Y, no estin
a a

determinados. Por lo tanto, en la practica, es necesario hacer una estimacién de
p utilizando los datos derivados de la muestra como sigue:

Vor. 3 N¢ 1
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" r
N,y N — Ny Ny _— -
2 ya + ( yb - .Ya‘l) )
N,y Ny
n;b n, Ny n\) -
( - - + ) yz\b
n, Ng

Esta estimacién no es méis que una funcién de N, ¥ M, por lo que produce
en (10) un sesgo pequefio, en el sentido matemitico, pero sin consecuencias en
la practica.

Se puede minimizar la varianza (11) con respecto a Ny y Ng sujeto a la fun-
cién de costos (7) y encontrar la distribucién de la muestra entre los dos marcos.
La solucién se obliene, como antes, mediante un proceso iterativo considerando:

B
=V (—) (14)
Cy o
2 - CB E .
ri+1 C, ( o )
‘\l-a)o;‘f‘ rizao_uzb + I‘?a(l-a) (_YTH{-?—‘)._?ab)z

r, + (ﬁ)z 4'[ri ¢ £ ,(_'_‘i.)_]f (15)

E)z . fA-a)
a’' B o, + [a(l—ﬁ)J

B, J R (l-a 12
IT— ° “ 1+— —_— g—
trtg) (" e \ip) )

( B(1-8) (Y. + Y, - Y,

(1-B) oy t

Como antes, la distribucidn se expresa en términos de ¥ = n,/ng. La practica
indica que sc necesitan muy pocas iteraciones en la mayoria de los casos.

Es claro que se necesita una aproximacion de la proporcién de elementos du-
plicados y de los pardmetros de la poblacion para determinar la distribucién 6ptima.

Una investigacién numérica indicd que la sensibilidad de la varianza de Y\ con
respecto a desviaciones de la distribucién Oplima, es pequefia, Lo mismo ocurre
para desviaciones del valor 6ptimo de p. La Figura 3 presenta las distribuciones
Optimas para los casos especiales de

2 2 2 Xxr xr ~r

a — /8; 0, — 04, — O) y Yu. — Yﬂh — Y])

para tres valores de los coeficientes de variacion.
El estimador (10} no es el quc se presenta en la literalura, sugerido por

Hartley (1962). Las investigaciones realizadas por el estimador (11) es mas efi-
ciente significativamente en varios casos practicos que el comun descrito por Hartley.

Ademas (11), es mas facil de usar.

AGROCIENCIA
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Ejemplos

Supongamos que e va a realizar una encuesta para medir el consumo diario
de leche cn una ciudad grande en México. La unidad de muestreo seleccionada es
la familia. Entre los varios marcos posibles se decidié usar los siguientes:

1. Directorio telefonico.

2. Registro de propicdades existentes en la Secretaria de Hacienda.

Las investigaciones preliminares indicaron que el segundo marco es suliciente-
mente completo para usarse satisfactoriamente. Sin embargo, el uso del primero tiene
la ventaja en costos reducidos por la razén de que se pueden obtener los datos por
teléfono. Se supone que es mas factible obtener todos los datos del segundo marco
pues se rcalizan entrevistas personales. También, las investizaciones iniciales su-
girieron que ¢l directorio de teléfonos cubre el 40% de las familias y el costo
relativo de entrevistas personales es 8 veces el c~sto de entrevistas telefonicas. Se
supone que las varianzas son iguales en ambas partes del universo. Usando estos
datos se puede ver en la Figura 1 que la distribucién optima de la muestra es
asignada aproximadamente el 509 de la mucstra a cada marco. Si el valor de
costo relativo es 2, la asignacion optima es de 209 en el primer marco.

Proporcién de la sobreposicién de marcos en la poblacién (X y B)

a/¥=10 o/V=05

2o

ng /tny + "Eﬂ

-
|

L
0

»
Proporcion de lo muestro en marcos de bajo costo

Ca/Cyet Cp /Cp7t . Cp /Cy

Fig. 3 Distribucién 6ptima de la muestra entre los dos Marcos para Costos Relativos dife-
rentes y el Caso Especial de Marcos de Tamanos Iguales, Varianzas Tguales, Medias
Iguales aproximadamente y Tamafios (Na. Nah, Nb) no conocidos: Na, Nab y Nb no

conocidas, ¢> — ¢> = ¢, Y = Y ==Y Y oo = f y marce A ms costo-
a ab b a ab a
so que marco B (CA/CB > 1.

Como un ejemplo de condiciones diferentes, supongamos que una cncuesta scme-
jante se plantea para una ciudad de los Fstados Unidos. El investigador decide que
el uso conjunto de dos marcos semejantes a los deseritos anteriormente es adecuado,
pero en este caso el directorio de teléfonos cubre alrededor del 909 del universo
de interés y también la lista basada en archivos de impuestos cubre una proporcién

igual. Es decir, cada marco cubre aproximadamente el 909 del universo en total

Vor. 3 Ne 1
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mientras que ambos proveen un cubrimiento completo del universo. Los tamafos
N, Nay ¥ Ny no son conocidos. Suponiendo que el uso de directorio telefénico
tiene una ventaja en costos del 50% sobre el segundo marco, que las varianzas y
Jas medias son iguales aproximadamente en todos los sectores y el coeficiente de
variacién tiene un valor de 0.5, la distribucion 6ptima se muestra en la Figura 3,
donde se indica que el 75% de la muestra debe ser asignada al primer marco
(directorio telefonico).

Es claro que muchas veces la situacién no estd de acuerdo con las situaciones
descritas en las Figuras 1 6 3. Asi, es necesario determinar la distribucién 6ptima
mediante las expresiones (8) o (14).
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