IDEAS BASICAS EN LA PROGRAMACION LINEAL

Por Henry Tucker

La programacién lineal es una técnica utilizada para encontrar soluciones a problemas que
involucran una serie de desigualdades lineales con alguna funcidn objetiva. Generalmente las
desigualdades establecen una relacién entre los ingresos o egresos y algunos recursos limitados.
La funcién objetiva trata, por lo comtdn, de maximar las ganancias o de reducir al minimo los
costos. Bajo condiciones muy amplias, el concepto de la programacién lineal puede aplicarse a
problemas tales como la mezcla de alimento para raciones, para un costo minimo, reuniendo
clertos requerimientos nutritivos o fijando recursos (tierra, trabajo, capital) a empresas agricolas
para obtener ganancias dptimas.

Para formular las ecuaciones se requiere obtener coeficientes para relacionar los ingresos y
egresos y proporcionar valores para los costos o precios. Con la ayuda de computadoras moder-
nas de alta velocidad, este tipo de problemas puede resolverse de manera relativamente ficil,
con opcidn a proveer soluciones alternativas con diferentes coacciones.

La programacién lineal es actualmente un instrumento importante en la in-
dustria y la agricultura para resolver el problema sobre minimizacién de costos o
maximizacién de beneficios. Pero es tan sélo un instrumento, y depende de la ca-
pacidad del investigador para formular el problema, obtener datos apropiados, y
establecer las relaciones entre los factores de entrada y los productos de salida.

El método de programacién lineal no es una respuesta para {odos los proble-
mas, pero sirve para los casos en que es posible construir un sistema lineal con
recursos limitados, costos y valores para todos los factores.

El problema general es: Dado un juego de m desigualdades lineales o ecua-
ciones en r variables, calcular los valores no negativos de las variables que satis-
facen las restricciones y maximizan o minimizan alguna funcién lineal de las va-
riables. Por lo tanto, se tienen algunas suposiciones en este método:

a) Relaciones lineales entre las entradas y las salidas.

b) Los coeficientes entre las entradas y las salidas son fijos.

¢) Los precios o valores usados son constantes.

d) Hay limites, maximo o minimo, en las cantidades de los factores usados en
las distintas actividades.

¢) Hay una funcién lineal que debe maximizarse o minimizarse.

As{ pues, una programacién lineal contiene tres componentes: Un objetivo,
los métodos alternativos para alcanzar el objetivo y los recursos restringidos, Con
estos tres componentes se formula un sistema entre las entradas y las salidas.

Vamos a exponer un ejemplo general sin referencia a un problema especifico,
para entender lo que ocurre cuando usamos las ideas de programacién lineal.

Supongamos que hay. un problema formulado de la manera siguiente:
3X)+5X, 515 (1) X, X220 (3)
5X, 42X, < 10 @) Max.:  Z=5X,+ 53X, )
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donde X; y X3 son dos variables de las entradas y las cantidades de la derecha
de la desigualdad son los limites de las salidas. Graficamente se tiene:
El 4rea bajo la linea

4 3X1+ 5X, = 15 satista-

3 ce la ecuacién (1) y el
irea bajo la linea 5X

7-2 + 5X, = 10 satisface la
ecuacién (2). El 4rea do-

4 ble sombreada satisface

ambas ecuaciones y si
usamos los valores en
el primer cuadrante la
ecuacién (3) tiene valo-

res aceptables.
La funcién Z = 5X,
: |5 + 3X; es una linea rec-
ta; si Z tiene valores
X diferentes, obtendremos
| un nimero de lineas con
pendiente igual —3/5,
FIGURA No. | independiente del valor

de Z.

En la gréafica es posible ver la solucién éptima que se encuentra en el punto A,
y los valores de X'} y X, para una linea que pase por este punto, son X;=1 y
X, = 2.4 aproximadamente. Podemos llegar a la solucién por algebra usando (1)
y (2) como ecuaciones simultdneas:

3X1+56X,=15
5X,+2X,=10
X, =105 X, = 237

y substituyendo los dos valores en la funcién objetivo, obtenemos Z = 12.4 para
el valor maximo. Con las tres desigualdades (1), (2), (3) y una funcién objetiva
diferente obtendremos otras soluciones. Si escogemos la funcién:

Z=25X+ X,

obtendremos una linea paralela a la frontera de la derecha del area sombreada y
entonces tenemos una serie de valores de X'} y X, donde X; = 2, X, = 0, hasta
X1 = 1.05, X, = 2.37 y valores de Z = 5; o sea, existen varias alternativas con
el mismo resultado.

A veces no hay una solucién unica, o solucién confinada con valores negativos,
o las regiones sombreadas no tienen un 4rea comin y por tal motivo no existe una
solucién. Generalmente si la formulacién del problema es correcta, sin que exis-
tan contradicciones entre las ecuaciones, habra un resultado factible y debe ser
6ptimo con respecto a la funcién objetiva,
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Pero el problema grafico es mas dificil y los casos de solucién éptima estan en
una esquina de la regién, llamandose este caso un juego convexo; los métodos de
calculo no pueden identificar cuales de los puntos son maximos o mfnimos épti-
mos. Los métodos usados son técnicas iterativas que produciran una solucién ép-
tima en un nimero de etapas finitas. No se dispone de tiempo para explorar los
detalles de los métodos, pero debemos concentrarnos en la formulacién, aplicacio-
nes y limitaciones de la programacién lineal.

Por ejemplo, si quisiéramos formular una racién para ganado, usando varios
ingredientes que contengan una cantidad minima de los nutrientes (proteinas,
minerales, aminoacidos, grasas, etc.) con un costo minimo al mismo tiempo, esta
racién no puede calcularse mas que para porcentajes fijos de algunos ingredientes
y deben tenerse los maximos de los otros ingredientes. El primer problema es la
construccién de un sistema lineal de las desigualdades, que puede resolverse por
uno de los métodos apropiados.

Para cada ingrediente, tenemos el porcentaje del /-ésimo nutriente que aporta,
lo que llamamos P;; donde ¢/ = 1...r, nimero de nutrientes y / = 1. ..4, némero
de ingredientes. Poniendo 4; = al requisito del j-ésimo ingrediente, formamos un
sistema de r ecuaciones.

2X; P;;, < = 2 b;, donde se usard solamente uno de los signos para cada b;

Tasra 1

} NUTRIENTES |
]
I !
INGREDIENTES l PROTEINA CosTos
FIBRA — Grasa —
% Pesos-Ton.
Malz., .. ................. 2.0 9.0 5.1 940
Harina desoya........ ... 6.0 45.8 4.1 1 600
Harina de pescado. . ... ... 1.0 61.3 4.0 2 850
Avena................... 11.0 11.8 4.4 800
Requisitos (%) .. ......... ' < 8.0 > 35.0 > 1.5

Con los datos de la Tabla I, obtenidos de las fuentes de analisis de alimentos,
y suponiendo que los requisitos han sido establecidos por un investigador, escri-
biriamos:

2.0X; + 6.0, + 1.0X;+ 11.0X, < 8.0

para satisfacer el requisito de fibra, donde X; representa el peso del i-ésimo in-
grediente; de la misma manera, podemos formar las siguientes ecuaciones:

9.0X| + 45.8X, + 61.3X 5+ 11.8X, = 35.0
y 51X1 + 41X, + 40X;+ 44X, 215

. ’ .. .
se busca una solucién con todas las X's 2 (positivas) y una restriccién:
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X;+ X2+ X5+ X, = 1000; para obtener una tonelada de la racién alimen-
ticia. Si las tres desigualdades se convierten a ecuaciones, una solucién es posible,
pero no es segura sin un examen para establecer la consistencia en el sentido ma-
tematico. En este caso podriamos tener una solucidén factible, pero no optimizada
con respecto a costos. Por consiguiente, debemos calcular una racién para un cos-
to minimo que en este caso se representa como:

Z = Z(; X; Z sera maximizada o miniinizada y para este caso

Zy = 0.940X; + 1.600X, + 2.850X; 4+ 0.800.X 4

donde los coeficientes son los precios en pesos/kg de los ingredientes.

Ahora debemos cambiar las desigualdades a igualdades, introduciendo las va-
riables de holgura para compensar las diferencias entre las cantidades exactas que
se necesitan para satisfacer los requisitos en la solucién factible.

2.0X; + 6.0Xz + 1.0X; + 11.0X, + 1X; + 0X4 + 0X, = 8.0
9.0X; + 45.8X, + 61.3X 5+ 11.8X, + 0X5— 1.Xs + 0X, = 35.0
51X, + 41X, + 40X 5+ 44X, + 0X5 + 0Xs— 1X, = 1.5

donde X5, Xgyv X7 se llaman variables de holgura o de disposicién. Los coeficien
tes de X¢y -\'7 son negativos porque necesitamos un valor maximo de los dos re-
quisitos y aceptamos solamente valores de .X; = 0.

En la notacién de matrices tenemos:

Py Py Py Py 1 00 X by
P = P21 P12 P23 P24 0——1 O .X’ = .sz B = bz
Ps P3y Py Py 0 0—1 X3 b3

o PX=21
y Z= [Cl Cz C3 C4 0 0 0] F‘X'l-

X;
Xy
Xs
Xs
X7
donde C; = costo para el -€simo ingrediente. Aqui los valores de X5 Xgy X7 re-
presentan cantidades (en déficit o en exceso) gastadas. Con matrices podemos usar
varios teoremas para resolver los valores de X",

A veces tenemos otras restricciones, por ejemplo, quisiéramos que esta racién
tenga < 109, de harina de soya, 2 159, de harina de pescado y 2> 209, de ave-
na. Podemos introducir las ecuaciones adicionales con estas restricciones:

X2<100, X3 2150, X4 = 200

pero nuevamente necesitamos estar seguros de las condiciones de consistencia en
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el sistema anierior. Para incluir las tres desigualdades de las ecuaciones y formar
un sistema consistente, hacemos un nuevo grupo de las actividades artificiales.
La construccién del sistema total y la formacién de las tablas se explica con deta-
lles en las referencias generales y especificas. Con técnicas especiales es posible
determinar si el sistema contiene inconsistencias o redundancias. Con la inclusion
de precios artificiales, es posible forzar algunas de las variables en la primera eta-
pa o excluir el uso de cantidades en exceso de los limites especificos.

Cuando se tiene completo el sistema, existen algunos métodos para resolver
este problema y obtener una solucién Sptima, si existe. El método més facil se
llama SIMPLEX, inventado por George Danzi en 1947 y consiste en una serie
de operaciones lineales con las ecuaciones; después de cada prueba, tenemos una
distribucién de los ingredientes que es satisfactoria con respecto a los requisitos y
restricciones, calculandose también el costo. Una segunda prueba mostrara una
nueva distribucién y el costo correspondiente. Si el costo es menor que el de la
solucién anterior, serd posible continuar de la misma manera hasta que ya no
haya una diferencia importante de costos entre dos soluciones sucesivas.

Con una calculadora, es posible calcular un problema con diez ecuaciones en
un dia, pero la escala del frabajo aumenta a la segunda potencia (con 20 varia-
bles, necesitamos cuatro veces mas tiempo que con 10 variables). Si los precios
varfan es necesaria una nueva solucién y por eso las aplicaciones de la programa-
macién lineal habfan estado restringidas hasta hace poco, en que los programas
se desarrollaron para las computadoras electrénicas.

Hoy tenemos programas generales para problemas de programacién lineal, 1i-
mitados por la memoria o capacidad de las miquinas. Generalmente el investi-
gador puede presentar una tabla de los coeficientes (P;), requisitos (4;) precios
(C;) y restricciones. En el Centro de Célculo, y después de la preparacién de las
tarjetas de control de las ecuaciones, pardmetros, etc., la solucién puede produ-
cirse en unos pocos minutos. Varias alternativas, con otras condiciones o precios,
pueden explorarse cambiando las tarjetas apropiadas.

{Dénde puede aplicarse el método de Programacién Lineal? En la Industria
del Petréleo, donde se produce gasolina de grados diferentes, aceites, grasas y
otros productos, como distintos tipos de aceites crudos. El anélisis de cada acei-
te crudo da porcentajes de productos disponibles. Las demandas para los distin-
tos productos representan los requisitos y la capacidad de las refinerfas con restric-
ciones. Con la Programacién Lineal, es posible controlar las operaciones y cam-
biarlas cuando sea necesario. En las industrias animales, las racicnes pueden
cambiarse con cada revisién de precios de los ingredientes, manteniende la misma
calidad con respecto a los valores nutritivos. En Economia Agricola hay mucho
interés en el uso de Programacién Lineal para organizar granjas con mayor efi-
clencia.

En estos casos, se necesita considerar cada cultivo y grupo de animales como
actividades, con demandas de trabajo, capital, tierra, etc., en estaciones especifi-
cas. En problemas de transporte hay rutas entre puertos usando barcos, trenes,
camiones o las combinaciones entre ellos, cada vehiculo con capacidad y veloci-
dades diferentes. Con demandas de servicios para cada ruta o puerto, el proble-
ma es la asignacién de los vehfculos para transportar los bienes o personas, bajo
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la restriccién de minimizar el tiempo no productivo. De la misma forma, el ejér-
cito considera problemas logisticos con tropas, existencias o armas, como una
extensién del problema de transporte. Hay otras aplicaciones en la industria y
la agricultura en las que faltan solamente los datos suficientes para establecer los
coeficientes relativos a las entradas y salidas.

Las ventajas en muchos casos son evidentes, pero hay limitaciones y desven-
tajas y por eso ha sido necesario extender la idea en dos direcciones a casos no-
lineales y situaciones donde los coeficientes pueden cambiarse entre las interaccio-
nes, llamada en este caso Programacién Dinamica. Mientras que resulta mas facil
formular los sistemas apropiados en los dos casos anteriores, el problema de resol-
verlos es mas complicado.

La parte que juega la computadora en todos los métodos de programacién, es
evidente. Aunque la computadora es tan sélo un instrumento de cdlculo, le da al
hombre una extensién grande en la capacidad y tiempo para explorar varios as-
pectos. Cuando la solucién Sptima estd por realizarse, la computadora puede
tomar una decisién directa. Por ejemplo, en los alimentos para ganado, es posible
hacer una conexién entre la gerencia, la computadora y el molino. Con un pro-
grama lineal que se queda en la computadora, nuevos precios entran por una tar-
jeta y la nueva racién calculada. Al mismo tiempo, las instrucciones se transmi-
tirdn al molino y las cantidades de los ingredientes ce medirdn y mezclardn auto-
maticamenie. Con los datos de las ganancias en los lotes de animales, pueden cal-
cularse las eficiencias relativas de las raciones. Asi la gerencia puede tener con-
trol sobre todos los aspectos de las operaciones.

Claro que la programacién lineal no es una panacea para todos los problemas
en esta 4rea. Nos falta mucha informacién sobre las interacciones entre algunos ele-
mentos del modelo, y por eso los efectos de las combinaciones de los factores pu-
dieran no ser lineales. A veces las restricciones no son realistas y por lo tanto
no existe una solucién posible o la solucién no es practica. Todos los resultados
son dependientes en la funcién de los factores de entrada en unidades de las me-
didas necesarias. En algén caso (hombres, maquinarias, animales), no es posible
dividir los factores y no tenemos una solucién éptima.

La programacién lineal no es un método estadistico, porque el sistema es
determinante y los elementos aleatorios estin ausentes. Si los factores son va-
riables al azar, el problema es més dificil y no existen métodos exactos para resol-
ver este problema.

Sin embargo, vale la pena para un investigador considerar las aplicaciones del
método de la Programacién Lineal a problemas reales. En cualquier caso, tiene
la responsabilidad para la formulacién del problema y ver si los resultados son
factibles y practicos. '
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