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RESUMEN.

En el presente trabajo se propone una prueba de bondad de ajuste para la distribucion logistica, la
cual estd basada en el coeficiente de correlacion muestral (R). Esta prueba R, a diferencia de otras
conocidas, tiene la propiedad de ser invariante bajo transformaciones de localidad y escala, esto es,
la prueba R no depende de los parametros desconocidos. Se estudiard el tamafio de la prueba
propuesta, asi como la potencia; en ambos casos se hard una estimacion via simulacion de Monte-
Carlo. Los valores criticos de la prueba se obtienen utilizando simulacion de Monte-Carlo para
varios tamafios de muestras y niveles de significancia. Para el estudio de potencia de la prueba se
realizara una comparacion de potencias considerando diferentes alternativas, junto con otras dos
pruebas, la primera es la prueba basada en regresion y correlacion y la otra es la prueba basada en la
Funcion de Distribucion Empirica usando la estadistica de Kuiper, para varios tamafos de muestras

y niveles de significancia.

Palabras Clave: Prueba de Bondad de Ajuste, Funcion de Distribucion Empirica, Coeficiente de

correlacion muestral, Simulacion de Monte-Carlo.
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ABSTRACT.

In this work, a goodness of fit tests for logistic distribution is proposed, which is based on the
sample coefficient of correlation (R). This test R, contrary to other known tests, has the property of
invariability under transformation of location and scale, this is, the test R doesn't depend on the
parameters. The size of the proposed test was studied, as well as the power; in both cases it was
carried out an estimate via Monte-Carlo simulation. The critical values of the test are obtained using
Mount-Carlo simulation for several samples sizes and significance levels. For the study of power of
the test, it was carried out a comparison of powers considering different alternatives, together with
other two tests. The first one is the test based on regression and correlation and the other one is the
test based on the Empirical Distribution using the statistic of Kuiper, for several samples sizes and

significance levels.

Words Key: Goodness of fit stets, Function of Empiric Distribution, Coefficient of correlation

sample, Simulation Monte-Carlo.
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UNA PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA
DISTRIBUCION LOGISTICA

1. INTRODUCCION.

Generalmente en cada uno de los problemas de estimacién y pruebas de hipdtesis se supone
que las observaciones disponibles para el estadistico provienen de distribuciones cuya forma es
conocida. En otras palabras, se ha supuesto que las observaciones provienen de cierta familia
paramétrica de distribuciones y que se debe hacer una inferencia estadistica acerca de los valores de

los parametros que definen dicha familia.

En el caso en que las observaciones disponibles para el estadistico provienen de
distribuciones cuya forma exacta no es conocida, se necesitan técnicas estadisticas las cuales sean
aplicables sin tener en cuanta la forma de la densidad. Estas técnicas se les conocen como técnicas
no paramétricas. Como ejemplo se podria suponer simplemente que las observaciones constituyen
una muestra aleatoria de una distribucion continua, sin especificar la forma de esta distribucion con

mayor detalle y entonces investigar la posibilidad de que se trate de una distribucion dada (x)

En el presente trabajo se discute de manera formal sobre de las pruebas de bondad de ajuste

para la distribucion logistica cuya funcion de Distribucion Acumulada esta dada por

F(x)=

Se investigara, en todos los casos, el siguiente juego de hipotesis.

-  g§] —00 0, —00 00
e s <xX<oo, <a<oy f3>0.

Ho: La muestra aleatoria proviene de la distribucion logistica; vs

Ha: La muestra aleatoria no proviene de la distribucion logistica.
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También se generan tablas de valores criticos para diferentes tamafos de muestra y valores
de significancia, y la potencia de la prueba propuesta es comparada con la de otros procedimientos

para mostrar su viabilidad.

Las prueba R que se estudia en este trabajo es una prueba no paramétrica, ya que, para su
implementacidn, no es necesario estimar ningin parametro, debido a las propiedades de la familia

logistica y las de la estadistica R de ser invariante bajo transformaciones de localidad y escala.
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2. OBJETIVOS.

* Proponer una prueba de bondad de ajuste para la funcién de distribucion logistica,

utilizando el coeficiente de correlacion muestral (R), que posea buena potencia.

* Realizar un estudio de comparacion de potencia, por medio de simulacion, de esta

estadistica de prueba contra otras pruebas conocidas.
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3. MARCO TEORICO
3.1 DEFINICION

La funcién de distribucion logistica es usada por primera vez como una herramienta para
estudios demograficos por Verhulst (1838, 1845). Otros investigadores también usaron la funcién
logistica para estimar el crecimiento de las poblaciones humanas, por ejemplo Pearl and Reed
(1920) y mas recientemente Oliver (1982), al igual que en modelos de crecimiento en el area de
biologia nos lo da Pearl and Reed (1924), While Plackett (1959) uso la funcion logistica en el
analisis de datos de supervivencia. La funcién de crecimiento logistico fue usada por Shultz (1930)
and Oliver (1964) para un modelo de datos de produccion agricola. Dos aplicaciones interesantes del
modelo logistico, entre muchos otros, fueron dados por Dyke y Patterson (1952) y Grizzle (1961) en

el area de la salud publica.

Esta distribucion se define de manera mas simple en términos de su funcidon de distribucion

acumulada:

F,(x)= [1+exp{—(x—oc)/ﬁ}]_1 con-©<x=<0o, f>0 (3-1)

Se puede ver que (3-1) define una funcioén de distribucion acumulada ya que es monotona

creciente y continua, ademas:
lim F, (x) =0; lim F, (x) =1
La correspondiente funcion de densidad es:

ew[-G-a)p] mexe
/J’[1+exp{—(x—0:)//3}]2 ’ —®=sa=s®,yf>0

Sr(x) = (3-2)
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La funcion en (3-1) ha sido extensivamente usada para representar funciones de crecimientos
(con x representando el tiempo). El uso de la funcion logistica como una curva de crecimiento puede

estar basada en la siguiente ecuacion diferencial:

9E _ [F(x)- ATB- F(x)] (3-3)
dx

Donde ¢, A y B son constantes con ¢ > 0, B >A4, en palabras (3-3) puede ser interpretada
como: tasa de crecimiento = [exceso inicial (asintdtico) sobre el valor de A]x[deficiencia comparada

(asintotica) con el valor final de B].

La solucion de (3-3) nos conduce a

BDe"'¢ + A

F(x)=
) De*'* +1

(3-4)

Donde D es una constante. Cuando x — —o0, F'(x) = 4; Cuando x — o, F(x)—= B (si
D = 0). La funcion F(x) representa el crecimiento de un limite inferior 4 a un limite superior de B.
Una forma para hacer que F(x) sea una funcion de distribucioén apropiada, es escribir A=0, B=1;

entonces la ecuacion (3-4) llega a tener la siguiente forma
Dex/c 0o )
F(x)=———F—=|l+D7 e 3-5
( ) 1+Dex/c [ ] ( )

La cual es la forma (3-1) con c=; D =¢™*'*

La ecuacion (3-3) ha sido usada como un modelo de auto catalisis. Este es el nombre
aplicado a una reaccidon quimica en al cual un catalisis M transforma a un componente G en dos

componentes J y K y J mismo actua como un catalizador para la misma reaccion.
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La distribucion logistica surge en una manera puramente estadistica como el limite de la
distribucién del rango medio estandarizado (cuando »n — o) (definido como el promedio entre los
valores mas grande y mas pequeio de la muestra) de una muestra aleatoria de tamafio n. Este
resultado fue dado por Gumbel (1944). Gumbel y Keeney (1950) demostraron que la distribucién
logistica es obtenida como la distribucion limite de multiplicacion apropiada de los “cocientes

extremos”, esto es (valor mas grande)/(valor mas pequeio).
Talacko (1956) demostré que la distribucion logistica es la distribucion limite (cuando

r —ode la variable estandarizada correspondiente a E j'lXj donde las X s son variables
=

aleatorias independientes cada una teniendo una distribucion de valores extremos tipo 1.

Dubey (1969) ha demostrado que la distribucion logistica puede ser obtenida como una

mezcla de distribuciones de valores extremos
P[sz\n}l—exp[—n/a’ expf-(x-a)/ B}] (x>0:n,8>0)
Siendo 1 una variable aleatoria con distribucién exponencial y funcion de densidad dado por
£,(») = e, y>0

Luego
P[X < x]= 1- [J’fexp [—[)’y{l + exp(—(x—a)//)’)}] dy

=[1+ exp{—(x—a)//j’}]_]

La cual es idéntica a (3-1).
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3.2 MOMENTOS Y FUNCION GENERADORA DE MOMENTOS

Haciendo la transformacion Y =(X -a)/f cuando X tiene distribucion logistica con

parametros a'y S, obtenemos, de (3-2), la funcion de densidad de Y-

L) =e?(+e”)? (3-6)
La funcidn de distribucion acumulada de Y es:

F(y)=1+e™)” (3-7)

Las ecuaciones (3-6) y (3-7) son las formas estdndar de la distribucion logistica aunque no
son solamente las tnicas formas estandar ya la distribucion logistica puede también expresarse en

términos de la media y desviacion estandar.

La funcion generatriz de momentos de la variable aleatoria Y con funcion de densidad (3-6)

€S
M, (0) = E(e™) = [ 1+ ) 2 dy (3-)

=f§"’(1—§)”d§ con & =(e"+1)"
=B(1-0,1+6)
=6 cscmb

i0Y

La funcion caracteristica de ¥, E(e""), estd dada entonces por iz csch 6.

Los momentos de Y pueden ser determinados de (3-8) o directamente integrando (3-6).

Usando el segundo método (con » > 0) tenemos:
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E(Y

= 2fy"e_y(1 +e ) dy
0

=2[y" Y (-7 je"dy
[ (3.9)

=2T'(r + l)i (-1)"'j7  (parar>0)

=2T(r+D)(1-2"""¢(r) (parar>1)

Donde £ (r) = E j " es la funcion zeta de Riemann.
7=

Regresando a la forma original de la distribucion (3-1), y recordando que X =a + Y,

podemos ver que

2_2
JT

EX)=a Var(X)=/33

(3-10)

La funcion de distribucion logistica acumulada expresada en términos de

E(X)=u, Var(X)=07, es:

F(x;,u,o)=|i+exp{ﬂ(x—/,¢)/oﬁHl —o<x<o —0< <0 g>0 (3-11)
Y la funcién de densidad es:

T e—n(x—,u)/o«/g
X;U,0) = T r —0<x<® —0o< <o g>0 3-12
f(x;u,0) U\E |l+e_”(x_”)/"ﬁj u ( )

La funcion de densidad logistica estandar esta dada por:

T e V3

S =$m

-0 < y< (3-13)
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Con la variable Y = (X - u)/ o,y su correspondiente funcion de distribucion acumulada:

1
F(J/)=1+6_W XY <® (3-14)

De (3-13) y (3-14) se deriva la funcion razon de riesgo de la logistica estandar L(0,1) con

variable Y como:

S ﬂ
h(y) = = \ )
TR0 T e ) G-19)

Las siguientes Figuras muestran las graficas de (3-13), (3-14) y (3-15), respectivamente
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La Figura 1 muestra que la funcion de densidad logistica es simétrica respecto a 0 también
es notorio que la funcion razoén de riesgo (Figura 3) es proporcional a la funcion de distribucion

acumulada (Figura 2).

La Figura 4 muestra que la funcion de densidad de la distribucion logistica estandar (3-13) es
simétrica respecto a cero y es mas puntiaguda que la densidad normal estandar pero menos

puntiaguda que la de la logistica estdndar usando (3-2).

Figura 4
<
o
|
o
N
o
g ]
=g
(e ]
I | |
-5 0 5
X

Notese también que las distribuciones logistica estandar (3-13) y la normal estdndar son muy
parecidas. El hecho, de que la distribucion logistica tenga una forma parecida a la distribucion
normal, la hace aprovechable, en ocasiones conveniente, ya que el reemplazo de la normal por la
logistica simplifica el analisis de gran manera, sin crear grandes discrepancias en la teoria
estadistica. Tal sustitucion debe de hacerse con cuidado y entendiendo las similitudes entre estas dos

distribuciones.
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Si las funciones de distribucion acumuladas

.
Ntk

+ y

-1
G,(x)= [1 +exp(—zx/ NE) )] de la normal estdndar y la logistica estandar se comparan (ver Jonson

y Kotz p. 6), las diferencias de G,(x)-G,(x) varian de la forma en que se muestra en la Figura 5.

(Ya que ambas, G,(x) y G,(x) son simétricas alrededor de x =0 solo se muestran los valores para

x=0). Se puede ver que el valor maximo de G,(x)-G,(x) esta alrededor de 0.0228 y este se

alcanza cuando x =7, este maximo puede ser reducido a un valor mas pequefio que 0.01 cambiando

la escala de x en G,(x) usando G,(16x/15) como una aproximacion a G,(x). Esto, también, se

muestra graficamente en la Figura 5.

o
o
o

001
I

4]
—— exp(——u)du
1+exp(-n) 2w P2

16x f15

1T+ exp(-m) V27

1
exp(——=u)du
Rz

000

001

0.0 05 1.0 15

Figura 5. Comparacién de la funcién de distribucion logistica y la funcion de distribucién normal.

Usando f = 4.2, Mudholkar y George (1978) observaron que la distribucion logistica se

aproxima a una distribucion t-student con 9 grados de libertad. Un razonamiento similar ha sido

dado por George y Ojo (1980) y George et al. (1986) usando la funcion de distribucion logistica

generalizada aproximandose a la t-student con v grados de libertad.
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3.3 PRUEBAS DE BONDAD DE AJUSTE.

Las pruebas estadisticas que verifican si un conjunto de datos se puede ajustar por una
distribucién determinada son las conocidas como pruebas de bondad de ajuste, estas pruebas miden,
como el nombre lo indica, el grado de ajuste que existe entre la distribucidon obtenida a partir de la

muestra y la distribucion tedrica que se supone debe seguir esa muestra.

Si la distribucion bésica es conocida, se pueden realizar facilmente las pruebas de hipotesis e
intervalos de confianza basados en ésa distribucion, pero en muchos casos cuando se realiza un
experimento no se conoce la forma basica de la distribucion y necesitamos técnicas estadisticas que
sean aplicables sin tener en cuanta la forma de la densidad. Estas técnicas son conocidas como
técnicas no paramétricas o métodos de distribucion libre. La prueba basada en el coeficiente de
correlacion muestras R aqui estudiado es una técnica estadistica no paramétrica ya que no depende

de los parametro por sus propiedades de invariabilidad bajo transformaciones de localidad y escala.

En todos los casos se quiere contrastar el juego de hipotesis donde la hipodtesis nula afirma
que la distribucion desconocida es logistica con fd dada por (3-2), y la hipdtesis alternativa que la

distribucion desconocida no es logistica.

Se tienen dos casos, cuando la hipotesis nula es simple (cuando los pardmetros estan
completamente especificados) y el caso mas realista donde la hipdtesis nula es compuesta y los
parametros son desconocidos. En todos los casos se tiene como hipotesis alternativa que la

distribucioén desconocida no es logistica.

Aun cuando hay varias pruebas de bondad de ajuste, el hecho es que se ha prestado una
atencion limitada a la distribucion logistica. M.A. Stephens (1979) presenta un prueba basada en la
Funcion de Distribucion Empirica, pero la presentacion mas completa a la fecha esta dada por

D’ Agostino y Stephens (1986). Ellos muestran cuatro pruebas las cuales son:
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» La prueba chi-cuadrada.
» La prueba basada en la funcion de distribucion empirica (EDF tests).
» Prueba basada en espacios normalizados (para datos censurados)

» Y la prueba basada sobre regresion y correlacion.

Sheng (2002) presento una metodologia general para desarrollar pruebas de bondad de ajuste
con la distribucion libre asintética basada en la divergencia de Kullback-Leiber. El procedimiento
puede ser aplicado a una gama amplia de distribuciones entre las que se destacan las distribuciones

siguientes: Normal, log-normal, logistica, Gumbel y exponencial entre otras.

MARCO TEORICO 14



4. PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA
DISTRIBUCION LOGISTICA USANDO EL COEFICIENTE DE
CORRELACION

4.1 PLANTEAMIENTO DEL PROBLEMA

Supongase que se tiene una muestra aleatoria {X * . de la distribucion F, con funcién de

densidad £, (x;-) con soporte en Ry media finita. Se desea probar el siguiente juego de hipétesis:

e (v - XDl =)/ B] % g ]
HO‘f(xa) fX(X,C(,[)’) ﬁ[1+eXp{—(x—a)//J)}]Z [(-oo,oc)(x)’ae 5/3 0 (4 1)

Con la hipotesis alternativa:
Hy: f(x5) = fy(xs0,B) (4-2)

Hacemos notar que la hipotesis nula es compuesta, ya que los parametros son desconocidos,

la prueba rechaza cuando R calculada (R, ) es menor que R tablas (R, ), esto es:

Rechazar H,, si R, <R, donde a = P(R, < Ra\H ») la cual es una prueba de tamafio .

PRUEBA DE BONDAD DE AJUSTE PARA LA DISTRIBUCION LOGISTICA USANDO EL COEFICIENTE DE CORRELACION 15



4.2 CONSTRUCCION DE LA PRUEBA R

Para la discriminacion entre H, y H,se propone el coeficiente de correlacion que se obtiene
de la relacion entre la muestra x,,x,,...,x, y los valores y,,i=1,...,n que se generan al evaluar en la

funcion de distribucion logistica inversa los valores correspondientes de la funcion de distribucion
empirica evaluados en la muestra, por lo tanto se mide entonces el grado de asociacion lineal
existente entre la distribucion de la muestra y la distribucion logistica, esto es, se espera un grado de
asociacion casi perfecto o sea cercano a uno. Por lo tanto la prueba rechaza la hipétesis nula cuando

R. <R, donde R_es el coeficiente de correlaciony R, es el R de tablas.

La prueba se construye de la siguiente manera:

1. Dada una realizacién de una muestra aleatoria de tamario #.

2. Se ordenan en forma creciente las observaciones de la muestra aleatoria x, <x, <...<x, .

3. Se obtiene la funcidn de distribucion empirica (FDE). Recuérdese que la FDE esta dada por:

F (x) =—~ 2 para una realizaciéon x,,x,,...,x, de la muestra aleatoria X, X,,..., X, .
n

4, Se evalia la FDE en la muestra aleatoria antes obtenida, esto es se calculan
Fntxl)’Fn(XZ)’""Fnzxn)‘

5. Se calculan las y,,i=1,...,n sustituyendo los F, (xi),z‘ =1,...,n en la funcion de distribucion

logistica inversa esto es: y, =G, 1(F Zx, )) de esta forma se obtienen las parejas (x,,y,),

donde G,' () es al funcion de distribucion logistica inversa en su forma estandar.

6. Por ultimo se calcula el coeficiente de correlacion muestral de la siguiente manera:
1 & - -
. . 2 (x-x)v-»)
¢ = | ] L

(4-3)
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Recuerde que se rechaza la hipotesis nula si R, < R, para algtn valor critico de R, .

La prueba es independiente de los pardmetros desconocidos ya que R, es invariante bajo

transformaciones de localidad y escala.

4.3 DISTRIBUCION DE R

Como se pudo constatar el calculo de R, es relativamente facil sin embargo no es posible

obtener la distribucion de R, en forma analitica.

Para obtener la distribucion empirica de R, dada en (4-3) se realiza el siguiente algoritmo:

Se generan B muestras aleatorias de tamafio » de la distribucion logistica (o, ) dado por (3-2) en la

seccion 3 y se calcula el valor de R, esto es se obtienen B valores de R, , de esta forma la
distribucion de R, puede ser obtenida por la distribucion empirica basada en las B realizaciones de

R_ para B grande, los valores de a y B empiricos puedes ser a=0y =1

A continuacion se presenta la distribucion de R, generados por el programa 1 del anexo B

para diferentes parametros de la distribucion logistica con tamafo de muestra n = 10.

(=T
= —— Rconlog{0,1)
---- Rconlog{0,6 0.7
------- R conlog{ 1,51
''''' Rconlog{ 2 ,61)
o | === Riconlog{ 2 ,:3])
R I Rconlog(3,1)
=
o
— [
D =~ &
(am]
w -
o 4
T T T T T T T
0.70 0.75 0.80 0.85 0.90 0.95 1.00
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De igual forma se presenta la distribucion de R, con tamafio de muestra n = 100.

- —— Rconlog{0,1)
S - ---- Rconlog{0,0.7)
AAAAAAA Rconlog{1,5)
_____ Rconlog{ 2,1}
- -—- Rconlog(2,3)
= Rconlog{3,1)
z o |
o <O
T
)
o
=
- _|
(ot}
N t

T T T T T T T
0.88 0.90 0.92 0.94 0.96 0.98 1.00

Las distribuciones empiricas fueron generadas con 50,000 réplicas con muestras de tamafio
n=10 y n=100, para los parametros de localidad y escala anotados en las leyendas de las graficas. En

las gréaficas anteriores podemos notar que la distribuciéon de R, es muy parecida sin importar con
que parametros estemos trabajando, esto es importante ya que se puede concluir que la prueba de R,

no depende de los parametros.

Para probar el juego de hipotesis planteado en (4-1) y (4-2) de este apartado, se emplea la

siguiente regla de decision:

Rechazar H|, al nivel de significancia a.siy solosiR, <R,

Donde el valor de R, es tal que a =P(R, <R, \H 0) -
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Para determinar las constantes criticas R, de R_, se utiliza el método de simulacion

empleado anteriormente para determinar la distribucion empirica de R, para niveles de significancia

a = 0.01, .025, .05, .1, .15. A continuacion mostramos la Tabla 1 de valores criticos de R con

diferentes tamafios de muestra con 50,000 replicaciones de la distribucion logistica estandar. Se

determino el valor de la constante critica R, con el cuantil ax100 de la distribucion empirica de

R_, la rutina utilizada se muestra en el programa 2 del anexo B.

TABLA 1 : Valores Criticos de R con 50,000 replicas

n (03
0.01 0.025 0.05 0.1 0.15
10 0.8352025 0.8655955 0.8911834 0.9149682 0.9283949
20 0.8832116 0.9070799 0.9261183 0.9437596 0.9527713
30 0.9057324 0.9295366 0.9440186 0.9572502 0.9642346
40 0.9243758 0.9421874 0.9541792 0.9650083 0.9707127
50 0.9351762 0.9502589 0.9605729 0.9699539 0.974965
60 0.9418916 0.9562304 0.9651204 0.9735313 0.977874
70 0.9502623 0.961226 0.9695987 0.976617 0.9804373
80 0.9541591 0.96512 0.97234 0.9789285 0.982367
90 0.9583242 0.9679767 0.9745987 0.9805384 0.9836931
100 0.961695 0.970496 0.9765398 0.9819801 0.9848631
110 0.9641202 0.9727852 0.978281 0.9832852 0.9859823
120 0.9667213 0.9739941 0.9798027 0.9845777 0.9870257
130 0.9679743 0.9757067 0.9810243 0.985481 0.9877774
140 0.9701451 0.9773414 0.9820686 0.9861958 0.9884257
150 0.9727607 0.9787826 0.9831769 0.987076 0.989093
160 0.9734928 0.9798924 0.9840169 0.987674 0.9895414
170 0.9752361 0.9807236 0.9847924 0.9882368 0.9900266
180 0.976207 0.9815637 0.9853254 0.9886908 0.9904661
190 0.9770459 0.9824545 0.9861902 0.989255 0.990898
200 0.9779043 0.9831332 0.9865273 0.9895665 0.9912121
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La Grafica 1 presenta la misma informacién

al

oa=0.1
oa=0.1
a=05
a=0.0
a=0.0

2N
a

Gréfica 1. Valores Criticos de RC

La Grafica 2 muestra que conforme el tamafio de muestra aumenta la distribucion empirica

de R, tiende a concentrarse en la unidad, esto implica que aumenta el valor critico R,, esta

situacion se puede ver en la tabla 1 de valores criticos al igual que en la grafica 1 de valores criticos.

El programa 3 del anexo B muestra la rutina en R-2.4.1 para generar ¢sta grafica.

=
o — Rconlog{0O,1)conn="10
= 7| —— Rconlog{ 0,1 )conn=40
— Rconlog{0,1)conn=70
— Rconlog{ 0,1 )conn=100
< _|
=)
=
=
L
=~ _|
(o}
™~
()
< | e e
=)

Grafica 2. Distribuciéon Empirica de Rc con diferentes tamarnos de muestra
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Por lo que si se quiere saber el valor critico al 5% del estadistico R con un tamafio de

muestra n = 150 se tiene el siguiente valor:

R, . =R 405 =0.9831769

n,a

4.4 TAMANO DE LA PRUEBA R

En un estudio de pruebas de bondad de ajuste, es muy importante que la prueba preserve su
tamafo ya que de esta forma se estara asegurando que en realidad se esta haciendo una prueba de
tamafo ¢ . Para mostrar esto se estima la probabilidad de rechazar la hipotesis nula cuando las
muestras pertenecen a la distribucion logistica y se procede de la siguiente manera: Se genera una
m.a. con distribucion logistica con diferentes valores en los parametros de localidad y escala,
considerando varios tamafos de muestra, esta se somete a la prueba R para tamafios de prueba o =
0.01, .05 y .1 el proceso se realiza con 10,000 replicas auxiliandonos del programa 4 del anexo B

mediante el siguiente algoritmo.

a) Se elige el tamafo de prueba a y el tamafio de muestra n.

b) Se genera una muestra aleatoria de la distribucion logistica (a, )

c) Se calcula el estadistico de prueba R, .

d) Si R, <R, serechaza la hipétesis nula, en cuyo caso, se agrega un nimero 1 a un vector que

le llamaremos rechazos, en caso contrario se agrega 0.
e) Se repiten los pasos a) — d) 10,000 veces.

f) Se suma el nimero de rechazos y se divide entre el numero de replicas.

. » No. de rechazos
En otras palabras, se esta estd estimando o = P(R, < Ra\H ») con a= por lo

No. de replicas’

tanto se espera, por ejemplo, que para un tamafio de prueba o = 0.01 haya a lo mas 100 rechazos, si

a.=0.05 alo mas debe haber 500 rechazos para o =0.1 alo mas 1000 rechazos.
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Los resultados que se obtienen son la probabilidad de cometer el error tipo I, es decir rechazar la
hipétesis nula dado que es verdadera.

Los resultados obtenidos para el estudio del tamafio estimado de la prueba se muestran en la
Tabla 2:

Tabla 2. Estudio del tamaiio de prueba

Tamafio de muestra a
n=20 0.01 0.05 0.1
Logis(0, 1) 0.0085 0.0497 0.0999
Logis(1, 2) 0.0104 0.0494 0.0996
Logis(1, 3) 0.0102 0.0482 0.0979
Logis(2, 1) 0.0098 0.0498 0.0996
Logis(2, 3) 0.0105 0.0487 0.0982
Logis(3, 1) 0.0095 0.0486 0.0998
Logis(3, 2) 0.0096 0.0428 0.0967
Tamafio de muestra a
n=60 0.01 0.05 0.1
Logis(0, 1) 0.0102 0.0463 0.0989
Logis(1, 2) 0.01 0.0457 0.1004
Logis(1, 3) 0.0093 0.0479 0.0981
Logis(2, 1) 0.0099 0.0463 0.094
Logis(2, 3) 0.0092 0.0495 0.0988
Logis(3, 1) 0.0088 0.048 0.0976
Logis(3, 2) 0.0098 0.0498 0.097
Tamafio de muestra a
n=100 0.01 0.05 0.1
Logis(0, 1) 0.0095 0.0496 0.1002
Logis(1, 2) 0.0099 0.0468 0.0892
Logis(1, 3) 0.0101 0.0449 0.0967
Logis(2, 1) 0.0088 0.0464 0.0932
Logis(2, 3) 0.0098 0.0503 0.1002
Logis(3, 1) 0.0107 0.0496 0.1003
Logis(3, 2) 0.0087 0.0463 0.0975
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La Grafica 3 muestra el tamafio estimado de la prueba solo para el caso de la logistica estandar.

Grafica 3. Tamaifo estimado de la prueba R.

Como se puede observar en este estudio el tamafio de la prueba R se preserva y esto es una

cualidad muy importante de hecho mas importante que su potencia, ya que siempre es mas

conveniente trabajar con una prueba que preserva su tamafio a una que no lo hace, ya que la que no

respeta su tamafo no esta arrojando resultados creibles.

La Tabla 3. muestra un comparacion sobre el tamafno de las pruebas de R, EK y Regresion,

para el caso de las pruebas EK y regresion se procede de maneta similar que con lo realizado para

estimar el tamafo de R. Los programas 5 y 6 en el anexo B muestran el procedimiento seguido.

Tabla 3. Tabla comparativa sobre el tamafo de prueba

Tamafio de muestra o
0.01 0.05 0.1
n=20

R regresion | kuiper R regresion | kuiper R regresion | kuiper
Logis(0, 1) 0.0085 0.0109 0.0251 | 0.0497 0.0481 0.0637 | 0.0999 0.0997 0.1085
Logis(1, 2) 0.0104 0.0107 0.0207 | 0.0494 0.0489 0.0602 | 0.0996 0.0997 0.1111
Logis(1, 3) 0.0102 0.0101 0.0116 | 0.0482 0.0519 0.0532 | 0.0979 0.0951 0.0951
Logis(2, 1) 0.0098 0.0115 0.0274 | 0.0498 0.0497 0.0671 | 0.0996 0.0968 0.1138
Logis(2, 3) 0.0105 0.0101 0.011 | 0.0487 0.0503 0.0497 | 0.0982 0.0952 0.0981
Logis(3, 1) 0.0095 0.0102 0.0257 | 0.0486 0.0515 0.0663 | 0.0998 0.098 0.1131
Logis(3, 2) 0.0096 | 0.012 | 0.0186 | 0.0428 | 0.0512 | 0.0682 | 0.0967 | 0.101 | 0.1112
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Tamafio de muestra o
0.01 0.05 0.1
n=60

R regresion | kuiper R regresion | kuiper R regresion | kuiper

Logis(0, 1) 0.0102 | 0.0119 0.013 § 0.0463 | 0.0482 | 0.0545 | 0.0989 | 0.0947 | 0.1025
Logis(1, 2) 0.01 0.0099 | 0.0143 ] 0.0457 | 0.0504 | 0.0546 ] 0.1004 | 0.0955 0.1035
Logis(1, 3) 0.0093 | 0.0104 0.011 J 0.0479 | 0.0496 | 0.0557 | 0.0981 0.0945 0.102
Logis(2, 1) 0.0099 | 0.0103 0.0125 | 0.0463 | 0.0505 0.0535 | 0.094 0.0961 0.1062
Logis(2, 3) 0.0092 | 0.0094 | 0.0119 ] 0.0495 | 0.0451 0.0565 | 0.0988 | 0.0979 | 0.1042
Logis(3, 1) 0.0088 | 0.0098 | 0.0129 ] 0.048 0.0477 | 0.0539 ] 0.0976 | 0.0939 | 0.1036
Logis(3, 2) 0.0098 | 0.0084 0.016 | 0.0498 | 0.0511 0.0536 | 0.097 0.1004 | 0.1089

Tamafio de muestra o
0.01 0.05 0.1
n=100

R regresion | kuiper R regresion kuiper R regresion | kuiper

Logis(0, 1) 0.0095| 0.0102 | 0.0137 ] 0.0496 | 0.0492 0.0576 0.1002 | 0.0985 | 0.1083
Logis(1, 2) 0.0099 | 0.0097 |0.0116]0.0468 | 0.0496 0.0632 0.0892 | 0.0951 |0.1129
Logis(1, 3) 0.0101| 0.0102 |0.0132]0.0449 | 0.0483 0.0614 0.0967 | 0.0951 |0.1094
Logis(2, 1) 0.0088 | 0.0116 | 0.0111 J0.0464 | 0.046 0.0612 0.0932 | 0.0926 |0.1114
Logis(2, 3) 0.0098 | 0.0083 |0.0123 ] 0.0503 | 0.0503 0.0606 0.1002 | 0.0903 |0.1118
Logis(3, 1) 0.0107| 0.009 |0.0127 ] 0.0496 | 0.0492 0.0595 0.1003 | 0.0962 | 0.1113
Logis(3, 2) 0.0087 | 0.0092 | 0.0127 ] 0.0463 | 0.045 0.057 0.0975 | 0.0926 | 0.1097

Como se puede ver la estadistica EK no conserva en general su tamafio, con lo que respecta a

la prueba basada sobre regresion y correlacion en algunas ocasiones la prueba no respeta su tamafio

pero en términos generales si lo hace. Ademas estos resultados dan evidencia que la estadistica R no

depende de los parametros ya que la prueba preserva su tamafno cuando los pardmetros o y 3 toman

diferentes valores numeéricos.
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5. ESTUDIO DE LA POTENCIA DE LA PRUEBA R CONTRA

ALGUNAS ALTERNATIVAS

5.1 POTENCIA DE LA PRUEBA R

En este apartado se estudia la potencia de la prueba R, la cual solo puede obtenerse cuando la

hipdtesis alternativa es establecida de antemano. Para poder ilustrar el comportamiento de la prueba

R, se establecen diferentes distribuciones en la hipotesis alternativa H |, dichas distribuciones que se

ocuparan son: beta, normal y weibull.
La funcidén de densidad de las distribuciones mencionadas se muestran a continuacion:

La funcidén de densidad de beta:

xrz—l (1 _ x)ﬁ—]

fr(xsa,p) = Ba.p)

, O<x<l, a>0,6>0

La funcién de densidad de normal:

fr(xsu,0)= lz(x—u)}, xER, ueR,0°>0
o

1
expd —
2wo° { 2

La funcidén de densidad de weibull:

fX(x;a,/J’)=;lx““exp{—(;) }, xz0, >0,>0

(5-1)

(5-2)

(5-3)

De igual forma se presenta un estudio comparativo de la potencia de la prueba propuesta, la

prueba de EDF (Funcion de Distribucion Empirica) usando la estadistica de Kuiper (1960) y una

prueba basada en regresion y correlacion.
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5.1.1 PRUEBA EDF USANDO LA ESTADISTICA DE KUIPER.

Para una muestra aleatoria de observaciones X, X,,...,X, ordenada.

Primero calculamos las dos estadisticas supremas definidas como:

D* =Sup{i_7—;}e
x n

D" = sup{Ti —(i_l)},

x n

A A A A

Donde T, =F(x,;u,0) y u,0 son los estimadores de maxima verosimilitud de la

distribucion logistica definida en (3-1). También se calcula:
V=D"+D"
La estadistica suprema de Kuiper (1960) generalmente es usada para observaciones en
circulo pero de igual forma es también usada para pruebas de bondad de ajuste para muestras de la

distribucion logistica dada en (3-2).

Para completar la prueba, se compara la estadistica de Kuiper multiplicandola por Jn, con

los valores que se muestran en la Tabla 4, rechazando la H, al nivel de significancia o deseado si la

estadistica excede el valor critico.

Tabla 4. Valores criticos con varios niveles de significancia, para la estadistica de Kuiper.

NIVEL DE SIGNIFICANCIA a
ESTADISTICA n 0.10 0.05 025 01
5 1.170 1.246 1.299 1373
10 1.230 1311 1.381 1.466
v/n 20 1.260 1.344 1.422 1514
50 1277 1.364 1.448 1.542
% 1.289 1.376 1.463 1.560
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5.1.2 PRUEBA BASADA SOBRE LA REGRESION Y CORRELACION.

Sea X,,X,,...,X, una muestra aleatoria, para la cual se desea probar la hipotesis compuesta

dada en (4-1). Sea

Y, =\/§ln(Fn(Xi)) (5-4)
h l_Fn(Xi)

Una prueba formal se puede hacer usando el método de regresion donde el modelo de
regresion es:

X[ =/50+/31Yi+gi (5'5)

Aqui se supone que E(ei)=0. Mucho del trabajo para este modelo todavia necesita ser

desarrollado con respecto a la distribucion logistica; sin embargo, Stephens en el capitulo 5 de

D’ Agostino y Stephens (1986), proporciona un procedimiento basado en este método.

Primero definiremos a F,(X,) = ;1 , lo sustituimos en la definicion (5-4) y realizamos la
n+

regresion de X, sobre Y, usando minimos cuadrados ordinarios para estimar S,y f,en (5-5).

Entonces calculamos:

n A - 2
* SSR = Suma de cuadrados de la Regresion = 2 (X —X ) .

i=

* SST = Suma de cuadrados del total = 2 (x,-x).

Aqui X, es el valor predicho de X, usando los estimadores de la regresion S,y 8, en (5-
5). Sea R*(X,Y)=SSR/SST (Nota, R*(X,Y)=r*(X,Y) es el coeficiente de correlacion de Pearson
entre X, y Y, .). Sea Z(X,Y)= nh—Rz(X,Y)_. Si el ajuste a una linea recta es bueno, entonces

R*(X,Y)es grande y cercano a 1. (si es exacto entonces R*(X,Y) es 1.) Por lo tanto si Z(X,Y) es
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grande, entonces R*(X,Y) es pequefa y 4-1 deberia ser rechazada. Esto es si Z (X Y ) excede el

valor tabular (ver Tabla 5) entonces la hipdtesis nula dada en 4-1 es rechazada.

Tabla 5. Valores criticos con varios niveles de significancia, de regresion y correlacion.

NIVEL DE SIGNIFICANCIA o

! 0.15 0.10 0.05 0.025 .01
10 1.29 1.51 1.93 2.31 2.84
20 1.84 2.19 2.78 3.42 4.20
40 2.46 2.94 3.76 4.64 5.94
60 2.88 3.40 4.38 5.37 6.99
80 3.15 3.74 4.83 5.93 7.73
100 3.35 3.99 5.16 6.34 8.26

Definicion 1. La funcion de potencia de una prueba ¢ se define como una funcion:

B,=Q— [0,1] tal que

B,y (0) = F, (¢(x)=1)

= P(Rechazar H usando ¢ | 8) = P(error tipo I).

Donde 6 es el vector de parametros de la distribucion.

Ademas P(Error tipo [lusando ¢) =1-,(0) .

El juego de hipotesis que se emplea para la simulacion es:

H, = La muestra aleatoria viene del modelo logistico
VSs.

H, = Lamuestra aleatoria no viene del modelo logistico

(5-6)
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El programa 4 del anexo B fue usado para generar 10,000 muestras de tamaiio »n para los
parametros dados de cada distribucion y calcular la estadistica R y posteriormente decidir si se
rechaza o no se rechaza la hipdtesis nula planteada en (5-6). La potencia de la prueba se estim¢ al
dividir el nimero de veces que se rechaza la hipdtesis nula entre el nimero de muestras de tamafio »

generadas para los parametros de la distribucion dada.

Para el caso de la estadistica de Kuiper (EK) y la prueba basada en regresion y correlacion se
procedié de manera similar, los programas 5 y 6 en el anexo B muestran el algoritmo usado para

estimar la potencia de estas pruebas.

Las siguientes tablas muestran los resultados obtenidos para las diferentes distribuciones

mostradas en (5-1), (5-2), (5-3).
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5.2 POTENCIA DE R CON OTRAS ALTERNATIVAS

Ahora presentamos la potencia de la prueba R con algunas otras alternativas.

a) Cuando la alternativa es la distribucion Cauchy, donde la fdp de dicha distribucion esta
dada por:

fr(xa,B)= ! xER,aER,B>0

sl

a es el parametro de localizacion y 3 es el pardmetro de escala.

b) Cuando la alternativa es la distribucion F, donde la fdp de dicha distribucion esta dada

por:

con my n grados de libertad.

¢) Cuando la alternativa es la distribucion Gamma, donde la fdp de dicha distribucién esta

dadapor:
f(xaﬂ)_il x"lexp(—) x>0(x>0/5>0
T F(O{)[)’ /)) ’ ’

con a parametro de forma y f el parametro de escala.

d) Cuando la alternativa es la distribucion t-student, dicha distribucion esta dada por:

I‘(n+1)
Frelxin) = 2

XENn=1273,..
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Tabla 9. Estimacion de la potencia mediante simulacion de la prueba R, usando como
alternativa la distribucion Cauchy.

n
a Parametros 10 20 60 80 100
(a,B)
pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR
0,1) 0.2902 0.5385 0.9427 0.9801 0.9963
(1,1) 0.2865 0.5461 0.9377 0.9844 0.9963
0.01 (2,2) 0.2888 0.5521 0.9396 0.9865 0.996
(4,4) 0.2809 0.547 0.9424 0.9824 0.9961
(5,5) 0.2887 0.5513 0.9375 0.9829 0.9962
0,1) 0.4325 0.6896 0.9826 0.9962 0.9988
(1,1) 0.4277 0.6939 0.9816 0.9958 0.9994
0.05 (2,2) 0.4236 0.6888 0.9815 0.9962 0.9989
(4,4) 0.4312 0.6953 0.9797 0.9962 0.9995
(5,5) 0.4291 0.6895 0.9805 0.9956 0.999
0,1) 0.5133 0.7745 0.9916 0.9984 0.9998
(1,1) 0.5132 0.7608 0.9893 0.9985 0.9996
0.1 (2,2) 0.5072 0.7705 0.9892 0.9983 1
(4,4) 0.5048 0.7687 0.9907 0.997 0.9994
(5,5) 0.5082 0.7637 0.9888 0.998 0.9996

Puede notarse que R tiene buena potencia con esta distribucion de cola pesada. Ademas note que con

n = 60 ya se tiene buena potencia.

Tabla 10. Estimacion de la potencia por simulacion de la prueba R, usando como alternativa la
distribucion F.

n
P t
a arame s 10 20 60 80 100
(a,b)
pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR
(2,2) 0.2919 0.7597 1 1 1
(3,3) 0.1571 0.5215 0.9978 1 1
0.01 (5,5) 0.0653 0.2621 0.9435 0.9957 0.9998
(10,10) 0.0177 0.0691 0.5241 0.7907 0.9273
(20,20) 0.0055 0.0107 0.115 0.2542 0.4063
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(2.2) 0.5076 0.923 1 1 1

(3.3) 0.3507 0.779 1 1 1

0.05 (5.5) 0.1918 0.5266 0.9968 0.9999 1
(10,10) 0.0812 0.2254 0.8693 0.9723 0.9959
(20,20) 0.0414 0.0734 0.4395 0.6623 0.8363

(2.2) 0.6435 0.9661 1 1 1

(3.3) 0.472 0.8813 1 1 1

0.1 (5.5) 0.3045 0.6876 0.9995 0.9999 1
(10,10) 0.1578 0.368 0.9495 0.9945 0.9996
(20,20) 0.0776 0.1597 0.6584 0.8522 0.9414

En esta tabla se puede, notar que la potencia aumenta conforme aumenta el tamafio de muestra, en

forma general para la distribucion F se tiene una buena potencia.

Tabla 11. Estimacion de la potencia mediante simulacion de la prueba R, usando como
alternativa la distribucion Gamma.

n
a Parametros 10 20 60 80 100
(a,b)
pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR
(1/2,2) 0.132 0.4058 0.9987 1 1
(1,2) 0.0304 0.0866 0.734 0.9535 0.9969
0.01 (3,2) 0.0048 0.0053 0.0362 0.0983 0.2162
4,2) 0.003 0.0022 0.0126 0.0409 0.0806
(6,2) 0.0022 0.0015 0.0034 0.0088 0.0172
(1/2,2) 0.3447 0.7676 1 1 1
(1,2) 0.1334 0.3243 0.9809 0.9997 1
0.05 (3,2) 0.0282 0.0465 0.3006 0.5388 0.7375
4,2) 0.025 0.0283 0.1666 0.3195 0.4867
(6,2) 0.0194 0.0157 0.0684 0.133 0.2211
(1/2,2) 0.5073 0.8993 1 1 1
(1,2) 0.2242 0.5269 0.998 1 1
0.1 (3,2) 0.0726 0.1171 0.5421 0.7741 0.9076
4,2) 0.0605 0.0741 0.3592 0.5821 0.7515
(6,2) 0.0546 0.052 0.1795 0.3231 0.4627

Como se puede ver la potencia va disminuyendo conforme la distribucién se va pareciendo a la

logistica pero también notemos que la potencia aumenta conforme el tamafio de muestra aumenta.
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Tabla 12. Estimacion de la potencia por simulacion de la prueba R, usando como alternativa la
distribucion t-student.

N
a Parametro 10 20 60 80 100
)
pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR pruebaR
0.1 0.9721 1 1 1 1
0.5 0.5991 0.8967 1 1 1
0.01 1 0.2851 0.543 0.9373 0.9829 0.9955
1.5 0.1553 0.3153 0.6952 0.8215 0.8995
2 0.0977 0.1923 0.4677 0.5831 0.6732
0.1 0.9918 1 1 1 1
0.5 0.7285 0.9494 1 1 1
0.05 1 0.4281 0.6938 0.9803 0.9958 0.999
1.5 0.2737 0.4614 0.8452 0.9206 0.9635
2 0.1924 0.3366 0.6404 0.7578 0.8295
0.1 0.9959 1 1 1 1
0.5 0.7917 0.9715 1 1 1
0.1 1 0.5106 0.7697 0.9912 0.9976 0.9991
1.5 0.3549 0.5584 0.8947 0.9543 0.9789
2 0.2679 0.4157 0.7357 0.821 0.8852

En términos generales la prueba R posee buena potencia con la alternativa t-student.

La figura 6 muestra un estudio comparativo de las potencias estimadas mediante simulacion
Monte-Carlo para algunas alternativas que se consideraron en este trabajo, para varios tamafios de

muestra y nivel de significancia o = 0.05.

Figura 6. Estudio comparativo.
Potencias estimadas para a = 0.05 contra algunas alternativas con n=10

= J logistica(0,0.7) 0.0479

Distribuciones | Colas Ligeras l N1o;mal Estandar ggg?g
Simetricas IE‘*)) 0-0848
\Colas Pesadas{ Cauchy Estandar 0.4325

(" Bhls Ligatas Gamma(1,1) 0.1206
Weibull(2,1/T(1+1/2)) 0.0153
Weibull(0.5,1/T(1+1/0.5)) 0.576

Colas Pesadas{ Log-Normal(-0.2, 40.4)  0.0703
gumbel({0,1) 0.0256

Distribuciones
Asimetricas

e
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Potencias estimadas para a = 0.05 contra algunas alternativas con n=20

o~

logistica{,0.7) 0.0474 00479  0.0551

A Colas Ligeras { MNormal Estandar 00131 00102 00557
D';};be”tﬁ:fgg S 112) 0.0314 00316 0.0511
Sutie Pesadas{ t(4) 0.1195  0.1492  0.0991
~ Cauchy Estandar 0689% 08177 0.7653
Sl Ligaras Gamma(1,1) 0.3308 05862 0.7505

Distiitiiciones Weibull(2 1/T{1+1/2)) 0.0074  0.0410 +
A { Weibull0.5,1/T(1+10.5)) 0952 09851  0.9970
Colas Pesadasq Log-Normal(-0.2, ¥0.4) 0.1894 04632 08173
- gumbel(0,1) 0.0336 0.1495  0.1301

Potencias estimadas para @ = 0.05 contra algunas alternativas con n=60

logistica{d,0.7) 0.0459 0.0535  0.0567

~—

g Colas Ligeras{Normal Estandar 00039 00021  0.0810
Distrib

gi;;ﬁf:; . t(12) 0.0288 00250 0.0557

Colas pesadas{ t(4) 02113 02705 0.1165

- Cauchy Estandar 09826 009928 0.9906

Gamma(l 1) 09811 09924 0.9997

Weibull2, 1/T(1+1/2)) 00335  0.0828 +
Weibul0.5,1/T(1+1/0.5) 1.0000 1.0000  1.0000

Colas Pesadas{ Log-Normal(-0.2,40.4) 08297 09307  0.9991
gumbel{d,1) 0.1697 03826 0.2986

Colas Ligeras
Distribuciones
Asimetricas

.

Potencias estimadas para a = 0.05 contra algunas alternativas con n=80

i { logistica(D,0.7) 0.0462 00495 0.0614

A Colas Ligeras | MNormal Estandar 0.0030 00007  0.0858
trib

D';;e“t;f:; : 112) 00252 00239 00673

Colas Pesadas { t(4) 02519 03187 0.1319

~ Cauchy Estandar 09962 09939 09971

Gamma(l,1) 09995 0999  1.0000

Colas Lioeras | weipul 1r(1+1/2) 00866 01258  +

Distribuciones

el Weibull{0.5,1/T(1+1/0.5) 1.0000 1.0000  1.0000
Colas Pesadasq Log-Normal(0.2,04) 09658 09833 05289
L gumbel{0,1) 03114 05056 0.3937
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Potencias estimadas para @ = 0.05 contra algunas alternativas con n=100

~—

Togistica(0 0.7) 00478 00514 0065

e Colas Ligeras | MNormal Estandar 0.0019 00002  0.1059
Distrib

'2&52?;93 L t(12) 00268 00216 0.0650

Colas pesadas{ t{4) 02810 0358 0.1553

~ Cauchy Estandar 09988 09998 0.9994

Gamma(1,1) 10000 1.0000  1.0000

Weibull(2 1/T(1+1/2))  0.1624  0.1949 +
Weibull{0.5,1/T(1+1/0.5)) 1.0000 1.0000  1.0000

Colas F‘esadas{ Log-Normal(0.2,40.4)  0.9941 09975  1.0000
gurmbel(D,1) 0.4655 0.6291  0.4953

Colas Ligeras
Distribuciones
Asimetricas

.

Se puede ver de la Figura 6 que la prueba R tal pareciera que no posee buena potencia, pero
notese que la prueba R respeta en todos los casos su tamafio de muestra, mientras que la prueba
basada en regresion y correlacion lo hace solo en algunos casos y en los casos en donde ésta respeta
su tamafio las diferencias entre la potencia de R y regresion no son muy grandes de hecho para un
tamafio de muestra n = 60 las potencias de las tres pruebas son ya muy similares, teniendo en cuenta

que la estadistica de Kuiper no respeta en ningtin caso su tamafio.

De este estudio podemos decir que es muy recomendable usar la estadistica R sobre las otras
dos ya que, como se dijo en la seccion 4.4, es mucho mas importante que una estadistica de prueba
respete su tamafio que su propia potencia, porque de esta manera se esta asegurando que la prueba es

en verdad de de tamaiio o.
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6. EJEMPLOS DE APLICACION DE LA PRUEBA R.

En esta seccion se mostraran algunos ejemplos en los que se ilustra los pasos a seguir para aplicar

la prueba de bondad de ajuste descrita en la seccion 4.2.

6.1 Tiempos de Vida

Davis (1952) muestra datos de tiempos de vida medido en horas de 417 lamparas incandescentes

de 40 watts. Enseguida se muestran las primeras 100 observaciones.

lampara e Cl lampara g lampara e Cl lampara g
horas horas horas horas
1 1067 26 938 51 830 76 1250
2 919 27 970 52 1063 77 1203
3 1196 28 1237 53 930 78 1078
4 785 29 956 54 807 79 890
5 1126 30 1102 55 954 80 1303
6 936 31 1022 56 1063 81 1011
7 918 32 978 57 1002 82 1102
8 1156 33 832 58 909 83 996
9 920 34 1009 59 1077 84 780
10 948 35 1157 60 1021 85 900
11 855 36 1151 61 1062 86 1106
12 1092 37 1009 62 1157 87 704
13 1162 38 765 63 999 88 621
14 1170 39 958 64 932 89 854
15 929 40 1311 65 1035 90 1178
16 950 41 1037 66 944 91 1138
17 905 42 702 67 1049 92 951
18 972 43 521 68 940 93 902
19 1035 44 933 69 1122 94 923
20 1045 45 928 70 1115 95 1333
21 1157 46 1153 71 833 96 811
22 1195 47 946 72 1320 97 1217
23 1195 48 858 73 901 98 1085
24 1340 49 1071 74 1324 99 986
25 1122 50 1069 75 818 100 958

Primero veremos si los datos muestran correlacion entre ellos, para eso mostramos la funcion de

autocorrelacion en la siguiente grafica.

EJEMPLOS DE APLICACION DE LA PRUEBA R 39



Figura 7. Grafica de la funciéon de autocorrelacion de los datos de tiempo de vida

Notese en la Figura 7 que los datos no muestran correlacion por lo que podemos seguir con

nuestro estudio.

Una manera informal de investigar si los datos se ajustan a una distribucion logistica es usar el

método de descrito por Balakrishnan, N. (1991) en el cap. 13.3.

Primero haremos una grafica conocida como grafica de probabilidad logistica en donde se

graficaran
X VS y=£10g EHCE . (6-1)
T \1-F(x)
i-0.5

donde F, (x)= , coni=#X, <x)

D’Agostino en el capitulo 2 de D’Agostino y Stephens(1986), demostraron que (6-1) puede
ser usada para muestras de tamafio n =10.

En segundo lugar calculas los estimadores de minimos cuadrados y sustituimos en el

o~ o~

siguiente modelo de regresion x = u+oy.

Si la distribucion desconocida es logistica entonces la grafica de probabilidades logistica se

ajustara a linea dada por el modelo de regresion del segundo paso.
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La Figura 8 muestra la grafica de probabilidades logistica y la recta x = //; + gy .

Figura 8. Graifica de probabilidades logistica de los datos de tiempo de vida con la linea recta obtenida usando los estimadores de minimos

cundrados (L=1012.o,&= 156.9).

Se puede notar de la Figura 8 parece que existe una fuerte relacion lineal entre x e y, a excepcion
de las ultimas observaciones, sin embargo podemos decir que tal pareciera que los datos provienen
de una distribucion logistica, en seguida se prueba si los datos vienen de una distribucion logistica
utilizando la prueba de bondad de ajuste descrita en la seccion 4.2 , el juego de hipdtesis de interés es

el planteado en (4-1) y (4-2).

El tamano de muestra es n =100, para el nivel de significancia a =0.05, de la tabla 1 se toma
R,y 005 =0.97653980, solo resta calcular el valor de R, obteniéndose R, = 0.99356 , como
0.99356 > 0.97653980 no se rechaza la H,, y se concluye que los datos se ajustan bien a un modelo

logistico.
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6.2 Tiempo de supervivencia en ratas.

Los datos siguientes son tiempos de supervivencia en semanas para 20 ratas hembras que

fueron sometidas a niveles altos de radiacioén. Estos datos fueron originalmente dados por Furth et al

(1959) y también son discutidos por Lawless (1982) p. 206. Los tiempos son:

tiempo de
rata vida (en
semanas)
1 152
2 152
3 115
4 109
5 137
6 88
7 94
8 77
9 160
10 165
11 125
12 40
13 128
14 123
15 136
16 101
17 62
18 153
19 83
20 69

Empezamos por investigar si los datos presentan correlacién entre ellos por lo que nos

auxiliamos de la grafica de funcion de Autocorrelacion la cual se muestra en la Figura 9.
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Figura 9. Grafica de la funcién de autocorrelacion para los datos supervivencia en ratas.

La grafica de auntocorrelaciéon muestra que no hay correlacion en los datos (la mayor esta

cerca de .25) por lo que podemos seguir con el analisis.

La Figura 10 nos muestra la grafica de probabilidades Logistica paro los datos de

supervivencia en ratas.

Figura 10. Grifica de probabilidades logistica de los datos de supervivencia en ratas con la linea recta obtenida usando los estimadores de

A

minimos cuadrados (M = 11345,0' = 3613).

Podemos ver de la Figura 10 que los datos parecen ajustarse a la linea recta, esto nos permite

suponer que existe una relacion lineal entre x e y tal pareciera que los datos provienen de una
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distribucion logistica, en seguida se prueba si los datos vienen de una distribucién logistica
utilizando prueba de bondad de ajuste descrita en la seccion 4.2 , el juego de hipotesis de interés es el

planteado en (4-1) y (4-2).

El tamafio de muestra es n =20, para el nivel de significancia « = 0.05, de la tabla 1 se toma

Ry 05 =0.9261183, solo resta calcular el valor de R, obteniéndose R, = 0.9866977, como

0.9866977 > 0.9261183 no se rechaza la H, y se concluye que los datos se ajustan bien a un

modelo logistico.
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7. CONCLUSIONES Y RECOMENDACIONES.

a. La estadistica R es una estadistica facil de construir a diferencia de las otras

estadisticas por lo que su calculo es de mayor rapidez.

b. La potencia de la prueba de la estadistica R es superior con respecto a las estadisticas

EK y la basada en la regresion y correlacion, para las alternativas Beta, Normal y

Weibull.

c. Aunque para las otras alternativas estudiadas la prueba R no fue superior, se ve que
tiene una buena potencia y es muy similar a las otras estadisticas estudiadas, ademas
recuérdese que las estadisticas de Kuiper no respeta su tamafio al igual que la basada

en regresion y correlacion.

d. La estadistica R siempre respeta su tamafio, esto asegura que la prueba trabaja
adecuadamente, rechazando cuando debe de rechazar y no rechazando cuando no

debe de rechazar.

e. Ya que la estadistica R no depende de parametros se puede recomendar su uso para el
analisis de pruebas de bondad de ajuste, recordemos que no es complicada de
implementar como en el caso de la estadistica de Kuiper, en la cual, si hay que estimar

los parametros.

f. El Hecho de que la prueba R respete su tamafio es un indicador de que su uso es de
mejor opcion que las otras pruebas, ya que ésta caracteristica es un mejor indicador

que la potencia.

g. Es recomendable, en estudios posteriores, observar el comportamiento de la
estadistica de Kuiper usando los estimadores de momentos, ya que con los

estimadores de maxima verosimilitud en varias ocasiones no se muestra resultado.
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h. Es recomendable, en estudios posteriores, observar el comportamiento de la
estadistica R, para cuando los casos en donde la muestra en estudio presenta

correlacion, ya que aqui solo se tomo en cuenta muestras independientes.

1. Es también recomendable, para estudios posteriores, observar el comportamiento de la
prueba R. para datos censurados ya que en muchos ejercicios de aplicacion, como por

ejemplo en andlisis de supervivencia, los datos muestran algun tipo de censura.
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ANEXO A

Propiedades de la distribucion Logistica.

=  Funcidn de Densidad:

exp[- (x-a)/B]
/3[1+exp{—(x—0¢)//o’}]Z —o<x<m —0<a<®, >0

= (4/3’)'lsech2{;(x—a)//3}

fr(x)=

=  Funcidn de Distribucion:
1

"lirewf (- p]
=;{l+tanh{;(x—a)//5H con >0

F,(x

= Funcidon Generatriz de momentos:

m, (t) =e*'mPesc(wPt)

= Media:

EX)=a

=  Varianza:

[))2]_[2

Var(X) =
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ANEXO B.

Programa 1. Rutina en R 2.4.1 para obtener la Distribucion empirica de R.

#funcidén que calcula la estadistica R.
Rstat<-function (x,n)
{
x<-sort (x)
Fn<-ecdf (x);
y<-glogis(Fn(x[1:n]),0,1, TRUE)
return(cor(x[1l:n-1],y[1l:n-17))
}

#Funcién que calcula la Distribucién de R,B indica el numero de replicas a

generar.
disR<-function(n=10,B=50000,params)
{
R<-rep (0, B)
i<-1
while (1<=B)
{
x<-rlogis(n,params[1l],params([2])
{
R[i]<-Rstat (x,n)
i<-i+1
}
}
return (R)

}

grafica<-function (tmuestras,B=1000,params)

{

cuantas<-length (tmuestras)

plot (density(disR(tmuestras([1l],B,c(params|[1l],params[2]))),main="",xlab="",bty="1"

,1ty=1)
legpos<-locator (1)

legend(legpos,paste ("R con log(",params[1l],",",params[2],")"),bty="n"

for(i in 2:cuantas)

{

lines (density (disR(tmuestras[i],B, c(params[2*i-

1],params[2*i]))) ,bty="1",1ty=1)

legend (legpos$x, legposS$Sy—-(i-1) *5,paste ("R con log(",params[2*1i-

1],",",params[2*1],")"),bty="n", lty=1)
}
}

grafica(rep(100,6),50000,c¢(0,1,0,0.7,1,5,2,1,2,3,3,1)).

»1ty=1)
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Programa 2. Rutina en R 2.4.1 para determinar las constantes criticas de R.

#funcion para clacular la estadistica R.
log<-function (x,n)
{
x <- rlogis(n); xord <- sort(x);x;xord
Fn <- ecdf (x);
Fn(xord[1l:n])
y <- glogis(Fn(xord[1l:n]),0,1,TRUE) ;y
cor(xord[l:n-1],y[l:n-117)
}
#Funcidén para calcular los puntos criticos para diversos tamafios de muestra(n)
#el parametro B indica el numero de muestras a generar, el pardmetro
#falpha es el nivel de significancia de la prueba
Ralpha<-function (n=50,B=50000, alpha=c(0.01,0.05,0.10,0.15))
{
aleatorios<-rep (0, B)
i<-1
while (1<=B)
{
aleatoriosr<-rlogis(n,0,1)
aleatorios[i]<-log(aleatoriosr,n);
i<-i+1;
}
return (quantile (aleatorios,alpha))
}
Ralpha (n=10,B=50000, alpha=c(0.01,0.05,0.10,0.15))

Programa 3. Rutina en R 2.4.1 para obtener la Funcién de Distribucion Empirica FDE de R con
diferentes tamanos de muestra.

#funcion para clacular la estadistica R.
Rstat<-function (x,n)
{
x<-sort (x)
Fn<-ecdf (x);
y<-glogis(Fn(x[1:n]),0,1, TRUE)
return(cor(x[1l:n-1],y[1l:n-17))
}

#Funcién que calcula la Distribucién de R,B indica el numero de replicas a
generar.
disR<-function(n=10,B=1000, params)
{
R<-rep (0, B)
i<-1
while (1<=B)
{
x<-rlogis(n,params[1l],params([2])
{
R[i]<-Rstat (x,n)
i<-i+1
}
}

return (R)
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}

grafica<-function (tmuestras,B=1000,params)

{

cuantas<-length (tmuestras)

plot (ecdf (disR (tmuestras[1],B,c(params[1l],params([2]))),verticals=T,do.p=F,main=""
,xlab="",bty="1",1ty=1,col.h=1,col.v=1)

legpos<-locator (1)

legend(legpos,paste ("R con log(",params([1l],",",params([2],"),con
n=", tmuestras[1l],""),bty="n",1lty=1,col=1)

for(i in 2:cuantas)

{

lines (ecdf (disR(tmuestras([i],B,c(params|[1l],params[2]))),verticals=T,do.p=F,bty="1
",1lty=1,col.h=i,col.v=1)
legend (legpos$x, legposSy-(i-1) *.05,paste ("R con
log(",params([1],",",params([2],"),con n=",tmuestras[i],""),bty="n",1lty=1,col=1)
}
}

grafica(seg(from = 10, to = 100, by =30),50000,c(0,1))

Programa 4. Rutina en R 2.4.1 para calcular el tamaiio de la prueba y la potencia de R.

#Funcidén para calcular la estadistica R
#x es el vector de datos
Rstat<-function (x,n)
{
x <- sort(x)
Fn <- ecdf (x)
y <- gqlogis(Fn(x[1l:n]),0,1,TRUE)
cor(x[1l:n-17,y[l:n-117)

}

CriticoR<-function (n,alpha)

{
#La tabla 2 de puntos criticos
#columna 1 (alpha=0.01), columna 2 (alpha=0.05), columna 3(alpha=0.10)
Criticos<-matrix (nrow=5, ncol=3)
Criticos[1l,]<-c(0.8352025,0.8911834,0.9149682) #Tamafio de muestra 10
Criticos[2,]<-c(0.8832116,0.9261183,0.9437596) #Tamafio de muestra 20
Criticos[3,]<-c(0.9418916,0.9651204,0.9735313) #Tamafio de muestra 60
Criticos[4,]<-c(0.9541591,0.9723400,0.9789285) #Tamafio de muestra 80
Criticos[5,]<-c(0.9616950,0.9765398,0.9819801) #Tamafio de muestra 100
i<-c(10,20,60,80,100) #indice de fila
j<-c(0.01,0.05,0.10) #indice de columna

{

return (Criticos[match(n,i),match(alpha,j)])

#Funcién que indica si se rechaza o no se rechaza la Hipotesis nula

#Ho:F(x) = Logistica, Ha:F(x)<> Logistica
#31i se rechaza regresa un 1, caso contrario un O
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#alpha es el nivel de significancia de la prueba
#n, es el tamafio de la muestra

Phix<-function (R, n,alpha)

{
pcritico<-CriticoR(n, alpha)
if (R<pcritico) return(l)
else return(0)

}

PotR<-function (n=80,alpha=0.05,B=1000,alternativa="logistica", params=c(0,1))
{
rechazos<-rep (0, B) #Crea un vector para contar el numero de
veces que se rechaza Ho
i<-1
while (i<=B)
{
x<-switch (alternativa, logistica=rlogis(n,params[1l],params([2]),
tstudent=rt (n,params[1l]),
gamma=rgamma (n, shape=params|[1l], scale=params|[2]),
F=rf (n,params[1l],params[2]),
weibull=rweibull (n,params[1],params([2]),
cauchy=rcauchy (n,params[1l],params[2])
normal=rnorm(n,params[l],params[2]),
lognormal=rlnorm(n,params[l],params[2]))

4

R<-Rstat (x,n)

rechazos[i]<-Phix (R, n,alpha)
i<-i+1
}
return (sum(rechazos) /B) #Regresa la potencia de la prueba o el tamafio segun
sea el caso.
}
PotR(10,0.01,10000,alternativa="1ogistica",params=c(2,1/2))# calcula tamafio
PotR(10,0.01,10000,alternativa="tstudent",params=c(2,1/4))# calcula potencia

Para calcular el tamafio de la prueba solo la leyenda alternativa se cambia el
nombre a las distribuciones dadas para x.

Programa 5. Rutina en R 2.4.1 para calcular el tamaiio de la prueba de la estadistica de Kuiper
(EK) y la potencia

#Funcion que expresa el log-verosimilitud
fvlogistica<-function (parametros, x)
{
alfa<-parametros|[1l]
beta<-parametros|[2]
n<-length (x)
y<-l+exp (- (x-alfa) /beta)
sum ( (x—alfa) /beta)+n*log(beta)+2*sum(log(y))
}
#funcidén que calcula los estimadores de maxima verosimilitud.
emvlogistica<-function (x)
{
estimadores<-c (NaN, NaN)
alfa.i<-mean (x)
beta.i<-sqrt (var (x))
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semillas<-c(alfa.i,beta.i)
emv<-nlminb (semillas, fvlogistica, x=x)
if (emvSconvergence==0)
{
estimadores<-emvS$par
}
return (estimadores)

}

#Funcidén para calcular la estadistica V

#x es el vector de datos

#fmaximo verosimiles de los pardmetros de localidad y escala.
Vstat<-function (x)

{

x<-sort (x) #0rdena el vector de datos en forma
ascendente
emv<-emvlogistica (x)
if(!is.na(emv([1l]) && !is.na(emv([2]) && emv[2]>0)
{
z<-plogis(x,emv[1l],emv[2]) #Evalua la funcidén de
distribucion Gumbel
Dmas<-max (c (1:1length(x))/length(x)-z) #Calcula D+

Dmenos<-max (z-c (0: (length(x)-1))/length(x)) #Calcula D-
return (Dmas+Dmenos)

}

else return(-1)

}

CriticoKuiper<-function (n,alpha)
{
#La tabla 2 de puntos criticos de Chandra
#columna 1 (alpha=0.10), columna 2 (alpha=0.05), columna 3(alpha=0.025),
columna 4 (alpha=0.01)
Criticos<-matrix (nrow=4, ncol=4)
Criticos[1l,]<-c(1.230,1.311,1.381,1.466
Criticos[2,]<-c(1.260,1.344,1.422,1.514
Criticos|[3,]<-c(1.277,1.3064,1.448,1.542
Criticos[4,]<-c(1.289,1.376,1.463,1.560

#Tamafio de muestra 10
#Tamafio de muestra 20
#Tamafio de muestra 50
#Tamafio de muestra infinito

i<-c(10,20,50,NA) #indice de fila
j<-c(0.10,0.05,0.025,0.01) #indice de columna
if (n<=50)

{
return (Criticos[match(n,i),match(alpha,j)])
}
else
{
return (Criticos[4,match(alpha,j)])
}
}

#Funcién que indica si se rechaza o no se rechaza la Hipotesis nula

#Ho:F (x) = Gumbel, Ha:F(x)<> Gumbel

#31 se rechaza regresa un 1, caso contrario un O

#V es el valor de la estadistica V, alpha es el nivel de significancia de la
prueba

#n, es el tamafio de la muestra

Phix<-function (V,n,alpha)

{

pcritico<-CriticoKuiper (n,alpha)
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if (sgrt(n) *V>pcritico) return(l)

else return(0)

}

PotKuiper<-
function (n=150,alpha=0.05,B=10000,alternativa="1logistica",params=c(0,1))
{
rechazos<-rep (0, B) #Crea un vector para contar el numero de
veces que se rechaza Ho
i<-1
while (1<=B)
{
x<-switch (alternativa, logistica=rlogis(n,params[1l],params([2]),
tstudent=rt (n,params[1]),
beta=rbeta(n,params[l],params[2]),
gamma=rgamma (n, shape=params|[1l], scale=params|[2]),
F=rf (n,params[1l],params[2]),
weibull=rweibull (n,params[1],params([2]),
cauchy=rcauchy (n,params[1l],params[2])
normal=rnorm(n,params[l],params[2]),
lognormal=rlnorm(n,params[l],params[2]))

14

V<-Vstat (x)
1f(V!i=-1)
{
rechazos[i1i]<-Phix (V,n,alpha)
i<-i+1
}
}
return (sum(rechazos) /B) #Regresa la potencia de la prueba o el tamafio
}
PotKuiper (10,0.01,10000,alternativa="1ogistica",params=c(1/2,2))#calcula el
tamafo
PotKuiper(10,0.01,10000,alternativa="tstudent", params=c(1,2))# calcula la
potencia

Para calcular el tamafio de la prueba solo la leyenda alternativa se cambia el
nombre a las distribuciones dadas para x.

Programa 6. Rutina en R 2.4.1 para calcular el tamaiio de la prueba y la potencia del método
basado sobre regresion y correlacion.

#Funcién para calcular la estadistica Z
#x es el vector de datos
Zstat<-function (x,n)
{
x<-sort (x)
t<-c(l:n)
F<-t/ (n+1)
Y<-(sqrt(3)/pi) *log(F/ (1-F))
y<-1lm(x~Y)
p<-predict (y)
SSR<-sum ( (p—-mean (x)) *2)
SST<-sum ( (x-mean (x)) "2)
RC<-SSR/SST
return (n* (1-RC))
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Criticoregresion<-function (n,alpha)

{
#La tabla 2 de puntos criticos
#columna 1 (alpha=0.10), columna 2 (alpha=0.05), columna 3(alpha=0.01)
Criticos<-matrix (nrow=5, ncol=3)
Criticos[1l,]<-c(1.51,1.93,2.84) #Tamafio de muestra 10
Criticos[2,]<-c(2.19,2.78,4.20) #Tamafio de muestra 20
Criticos[3,]<-c(3.40,4.38,6.99) #Tamafio de muestra 60
Criticos[4,]<-c(3.74,4.83,7.73) #Tamafio de muestra 80
Criticos[5,]<-c(3.99,5.16,8.26) #Tamafio de muestra 100
i<-c(10,20,60,80,100) #indice de fila
j<-c(0.10,0.05,0.01) #indice de columna

{

return (Criticos[match(n, i), match (alpha,j)])

}
}

#Funcién que indica si se rechaza o no se rechaza la Hipotesis nula
#Ho:F(x) = Logistica, Ha:F(x)<> Logistica
#31i se rechaza regresa un 1, caso contrario un O
#alpha es el nivel de significancia de la prueba
#n, es el tamafio de la muestra
Phix<-function (Z,n,alpha)
{
pcritico<-Criticoregresion (n,alpha)
if (Z>pcritico) return(l)
else return(0)

}

Potregresion<-
function (n=100,alpha=0.05,B=1000,alternativa="1ogistica",params=c(0,1))
{
rechazos<-rep (0, B) #Crea un vector para contar el numero de
veces que se rechaza Ho
i<-1
while (i<=B)
{
x<-switch (alternativa, logistica=rlogis(n,params[1l],params([2]),
tstudent=rt (n,params[1]),
beta=rbeta (n,params[l],params[2]),
gamma=rgamma (n, shape=params|[1l], scale=params|[2]),
F=rf (n,params[1l],params[2]),
weibull=rweibull (n,params[1],params([2]),
cauchy=rcauchy (n,params[1l],params[2])
normal=rnorm(n,params[l],params[2]),
lognormal=rlnorm(n,params[l],params[2]))

4

Z2<-Zstat (x,n)

rechazos[i]<-Phix (Z,n,alpha)
i<-i+1
}
return (sum(rechazos) /B) #Regresa la potencia de la prueba o el tamafio segun
sea el caso
}
Potregresion(10,0.01,10000,alternativa="logistica", params=c(3,1/2))#calcula el
tamafo
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Potregresion(10,0.01,10000,alternativa="tstudent",params=c(1,2))# calcula la
potencia

Para calcular el tamafio de la prueba solo la leyenda alternativa se cambia el
nombre a las distribuciones dadas para x.
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